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内容精华： 重基础，讲想法，理论深刻 
典型 例题： 例题多，题型广，分析透彻 

应用小 天地： 提升能力，开拓视野 . 


用阄该此年，唷助彳您在高專代叙理铪上和科#思痄触力上 
都达到相省 妫忘庚 ,/ 















本套书作为大学高等代数课程创新教材，是作者从事教 
学、科研工作40年的经验和心得的结晶，也是作者在北京 
大学进行高等代数课程建设和教学改革的成果 6 

高等代数 <上册> 

——大学高等代数课程创新教材 


^1 本套教林特色 

明确主线。 以研究线性空间和多项式环的结构及其态射（线件映射、多项式环的通用性 
质）为主线，把握住了现代代数学的精髓 & 

内容全面. 包括线性代数，多项式环，环、域和群的概念及重要例子，多重线性代数，共 
四大部分。 

理论深刻。 阐述和证明了许多重要结论，其中包栝一些研究性课题成采^ 

创新亮点。 阐述了多项式环的通用 性质, 运用一元多项式环的通用性质和线性变换的最 
小多项式彻底解决了线性变换的标准形问题，并研究了其他重要问题。 

M 

强调思维 。 按照数学思维方式编写，若重培养数学思维能力，让同学们在掌捤高等代数 
知识的同时受到数学思维方式的训练，得以终身受益。 

体例新颖。 每节均设有“内容精华”、“典型例题”专栏，许多例题是内容精华中理论 
的延伸，通过例题解析，给同学们呈现如何解题的范例，帮助同学们提高分析问题和解 
决问题的能力；每章还特别设置“应用小天地”板块，阐述高等代数知识在实际问题中 
的应用，有利于同学们开阔眼界，增强学习的兴趣， 

可读性强。 阐述淸晰、详尽、严谨，对于后文要用到的结论，前而章节均作了铺垫，环 
环相扣，层层深入，顺理成章。 
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内容简介 

本套书作为大学“高等代数”课程的创新教材，是国家级优秀教学团队（北京大学基础数学教学 
团队）课程建设的组成部分，是国家级教学名师多年来进行离等代数课程建设和教学改革的成果 n 

本套书以讲述线性空间和多项式环的结构及其态射为主线*遵循岛等代数知识的内在规律和学生 
的认知规律安排内容体系，按照数学思维方式编写，羞重培养数学思维能力。上册内容包括 { 线性方程 
组 + 行列式以维向空间矩阵的运算，欧几里得空间 IT. 矩阵的相抵、相似，以及矩阵的合同与二次 
型.下册内容包括^多项式环，线性空间，线性映射，具有度量的线性空问（欧几里得空间、酉空间、正交 
空间和辛空间），环、域和群的概念及電要例子 ，多重 线性代数^ 

书中毎节均包括内容精华，典型例题、习题，章末有补充题，还特别设置“应用小天地"板块。本书 
内容丰富、全面.深刻，阐述洧晰、详尽、严谨，可以帮助读者在高等代数理论上和科学思维能力上都达到 
相当的高度 a 本书适合用作综合 大学、 高等师范院校和理丁.科大学的“商等代数”课程的教材，还可作为 
“髙等 代数”或“线性代数”课程的教学参考书 f 也是数学教师和科研工作者髙质虽的参考 

本书封面贴有清华大学出版社防伪标签 T 无标签者不得销售 
版权所有 * 俚权必究。侵权举报电话 ：01D — 62782989 13701121933 
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高等代数是大学数学科学学院（或数学系，应用数学系）最主要的基础课程之一。本 
套教材是作者在北京大学进行高等代数课程建设和教学改革的成果，它具有下述鲜明 
特色。 

1. 明确主 线：以 研究线性空间和多项式环的结构及其态射(线性映射，多项式环的通 

用性质）为主线。 自从1832年伽罗瓦 （ Galois ) 利用一元高次方程的根的置换群给岀了方 
程有求根公式的充分必要条件之后，代数学的研究对象发生了根本性的转变。研究各种 
代数系统的结构及其态射（即保持运算的映射）成为现代代数学研究的中心问题。20世 
纪，代数学研究结构及其态射的观点已经渗透到现代数学的各个分支中。因此，在高等代 
数课程的教学中贯穿研究线性空间和多项式环的结构及其态射这条主线，就是把握住了 
代数学的精髓。 

本套教材上册的第1，2,3章研究线性方程组的解法、解的情况的判别和解集的结构 
时，贯穿了研究数域 K 上 n 维向量空间及其子空间的结构这条主线。线性方程组是 
数学中最基础、最有用的知识， n 维向量空间是 n 维线性空间的一个具体模型， n 元齐 
次线性方程组的解空间的维数公式本质上是线性映射的核与值域的维数公式。因此把线 
性方程组和”维向量空间 K ” 作为高等代数课程的开始部分的内容，既符合学生的认知 
规律，又是高等代数知识的内在规律的体现。上册的第4,5,6章研究矩阵的运算，矩阵的 
相抵、相似、合同关系及与它们有关的矩阵的特征值和特征向量、二次型。研究矩阵的运 
算为研究线性映射打下了基础。矩阵的相抵关系在解决有关矩阵的秩的问题中起着重要 
作用，而矩阵的秩本质上是相应的线性映射的值域的维数。研究矩阵的相似标准形本质 
上是研究线性变换在一个合适的基下的矩阵具有最简单的形式。研究对称矩阵的合同标 
准形与研究二次型的化简密切相关，而二次型与线性空间 V 上的双线性函数有密 
切联系。 

本套教材下册的第 7 章研究一元和 n 元多项式环的结构及其态射（多项式环的通用 
性质），第 8 章研究线性空间的结构，第 9 章研究线性映射，第 10 章研究具有度量的线性 
空间的结构及与度量有关的线性变换。第11章研究多重线性代数时，基础概念是多重线 
性映射，主要工具是线性空间的张量积。 

2. 内容全面。 本套教材包括线性代数，多项式理论，环、域、群的概念及重要例子，多 
重线性代数，共四部分。在下册第7章从数域 K 上所有一元多项式组成的集合、整数集、 
数域 K 上所有 n 级矩阵组成的集合都有加法和乘法运算，自然而然地引出了环的 概念; 
从数域 K 上所有分式组成的集合、模/^剩余类（声是素数）组成的集合，水到渠成地引出 
了域的概念。于是我们在下册第8章讲的是任意域上的线性空间，而不只是数域上的线 
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性空间。这是当今信息时代的需要，因为在信息的安全与可靠中大量使用二元域上的线 
性空间理论。我们不仅着重研究有限维的线性空间，也研究无限维的线性空间，因为许多 
函数空间都是无限维线性空间。我们在第9章不仅研究线性变换的 Jordan 标准形，而且 
研究线性变换的有理标准形。我们在第10章不仅研究欧几里得空间和酉空间，而且研究 
正交空间和辛 空间； 不仅研究欧几里得空间上的正交变换、对称变换，酉空间上的酉变换， 
而且研究酉空间上的 Hermite 变换、正规变换。在第10章讲了欧几里得空间上的正交变 
换，酉空间上的酉变换，正交空间上的正交变换，辛空间上的辛变换之后，水到渠成地引出 
群的概念，介绍了正交群、酉群、辛群。我们在第11章研究了线性空间的张量积，张量及 
张量代数，外代数(或格拉斯曼 （ Grassmarm ) 代数），它们在微分几何、现代分析、群表示论 
和量子力学等领域中有重要应用。 

本套教材的第一、二、三个组成部分，内容之间的内在联系可以用下述框图来 表示： 


数域尺上《维 
向量空间欠" 


线性空间 


具有度量的 
空 f 司 













3. 理论深刻。 本套教材阐述了深刻的理论，证明了许多重要结论。举例 如下： 

矩阵 A 的秩是 A 的行向量组的秩，也是 A 的列向量组的秩。 A 的秩等于 A 的不为 
零的子式的最高阶数，等于 A 的行向量组生成的子空间（简称为行空间）的维数，等于 A 
的列向量组生成的子空间（简称为列空间）的维数。设 V 是域 F 上的 n 维线性空间， V 上 
的线性变换 A 在 V 的一 个基⑴，& ，…，^下的矩阵为 A ， 则 A 的秩等于 A 的值域的维数。 
设 V 中向量组仏，你，… ，译 的坐标组成的矩阵为 B ，则 B 的秩等于 A ，择，…，戽生成的子 
空间的维数。由此可知，矩阵的秩是一个非常深刻的概念，它有许多重要应用。例如，线 
性方程组有解的充分必要条件是它的系数矩阵与增广矩阵有相等的秩。 n 元齐次线性方 
程组 AX = 0 的解空间的维数等于 n — rank ( A )。 矩阵方程有解的充分必要条件是 
rank ( A ) = rank ( A , E ) 0 矩阵方程有解的充分必要条件是 rank ( AB ) = rank ( A ) 。 
矩阵方程 AX—YB = C 有解的充分必要条件是 

〆 0\ /A C . 

rank / | = rank f ]. 

\0 B ) lo B ) 

域 F 上 tz 级矩阵 A 是幂等矩阵（即 A 2 = A ) 当且仅当 

rank ( A ) + rankd — A ) = n . 

特征不等于 2 的域 F 上^级矩阵 A 是对合矩阵（即八 2 = 7)当且仅当 

rank (A + J ) + rank(A — D = n . 

设 Ai ， A 2 ，…， A s 都是域 F 上的 n 级矩阵，则 Ai ， A 2 ，…， A s 都是幂等矩阵且 =0( 当 
i 关 j ) 的充分必要条件是 


是幂等矩阵，且 r an k ( l ] A ,) = rank ( A t ). 

i = l t = 1 i = l 

Sylvester 秩不等 式：设 A 、 B 分别是域 F 上 sXn，nXm 矩阵，则 

rank ( AB ) ^ rank ( A ) + rank ( JB ) — n . 

在 Sylvester 秩不等式中，等号成立的充分必要条件是 


rank 


L B 


rank 



设 A ， B 分别是域 F 上矩阵，则 

rank(A — ABA ) — rank ( A ) + rank ( — BA ) — n 
从而 B 是 A 的一个广义逆当且仅当 rank ( A ) 十 rank ( J „_ BA )= rz 。 

设 A ， B ， C ， D 都是数域 K 上的 n 级矩阵，且 AC = CA ， 则 


A B 
C D 


\ AD - CB \. 


设 A ， B 分别是数域 K 上的矩阵，则 


\ L~AB 


L-BA . 


利用这个结论证得， AS 与 BA 有相同的非零特征值，并且重数相同。 


设 A = 



之卜域 Kh 级对称矩阵，且…级可逆矩阵，则 





0 
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A 4 — A2A7 1 A 


， I A I = I Ai I I A 4 — A f 2 Ai 1 A 2 1 • 


利用这个结论简洁地证得，实对称矩阵 A 是正定的充分必要条 件是： A 的所有顺序主子 


式全大于0。利用上述结论还证得，设是 7 Z 级正定矩阵，则 | M |<| A | IDI ， 

等号成立当且仅当 B = 0。进而证得，若 A = (^)是72级正定矩阵，则 | A |< a n a 22 …、， 
等号成立当且仅当 A 是对角矩阵。由此立即得到 Hadamard 不 等式： 


若匸= ( Ct > ) 是 n 级实矩阵，则 |C| 2 < 1X(4 +4 +… +4). 

j _ 1 

数域 K 上 n 级矩阵 A 能够分解成一个主对角元都为1的下三角矩阵 B 与可逆上三 
角矩阵 C 的乘积 A = BC (称为 LL 7- 分解）当且仅当 A 的各阶顺序主子式全不为0,并且 A 
的这种分解是唯一的。 

n 级实可逆矩阵 A 能够唯一地分解成正交矩阵： T 与主对角元都为正数的上三角矩 
阵 B 的乘积 A = TB 。 

设 A 是 mXn 列满秩实矩阵，则 A 能够唯一地分解成 A = Q ^， 其中 Q 是列向量组为 
正交单位向量组的 mXn 矩阵 ，尺是 主对角元都为正数的 n 级上三角矩阵，这称 
为 QR - 分解 。 

设 A 是 n 级实可逆矩阵，则存在正交矩阵： T 和两个正定矩阵 Si，S 2 ，使得 A = TS 1 = 
S 2 T， 并且 A 的这两种分解的每一种都是唯一的。（这称为极分解定理）。 

设 A 是 n 级复可逆矩阵，则存在酉矩阵 P 和两个正定 Hermite 矩阵使得 
々 = 并且 A 的这两种分解的每一种都是唯一的。（这也称为极分解定理）。 

对于任一 n 级实可逆矩阵 A ，存在两个正交矩阵 7\， T 2 ，使得 
A = T 1 diag { A 1 ， A 2 ，… , A „} T 2 ，其中 A ?， A 〗 ， …， 是 A ' A 的全部特征值。 

设 A 是 mXn 实矩阵，则 A 可以分解成 A = QD ： T ， 其中 Q 是列向量组为正交单位向量 
组的 mXn 矩阵; D 是主对角元 At ， A 2 ，…， A „ 全为非负数的 n 级对角矩阵，且 A ?， A 〗 ，…，是 
A r A 的全部特 征值；了是 n 级正交矩阵，它的第^/列是 A ' A 的属于特征值 A 〗 的一个特征 
向量，…， n 。 A 的这种分解称为奇异值分解，其中 D 的非零的主对角元称为 A 的 
奇异值。 A 的奇异值分解在生物统计学等领域中有应用。 

设 /( x )， 尽 ( x )6 F [ x ]， 域 E 2 F ， 则在 FO ] 中 gix ) |/(: c ) 当且仅当在 E |>] 中 
gU )|/ U )， 称之为整除性不随域的扩大而改变。 / U ) 与 gU ) 的首项系数为1的最大公 
因式也不随域的扩大而改变，从而互素性也不随域的扩大而改变。若 F 是特征为0的 
域，则 / U ) 有无重因式不随域的扩大而改变。我们证明 了：设 A 是域 F 上的 n 级矩阵，域 
E 2 F ， 则 A 的最小多项式 m ( A ) 不随域的扩大而改变。显然， A 的特征多项式不随域的扩 
大而改变。我们还证 明了： A 的特征多项式 /( A ) 与 A 的最小多项式 m ( A ) 在域 F 中有相 
同的根（重数可以不同），在域 E 中也有相同的根（重数可以不同）。 

本套教材在研究线性空间的结构时，证明了有限维线性空间的许多结论对于无限维 
线性空间也成立。例如，域 F 上线性空间 V 的两个子空间 W ， V 2 (它们可以是无限维的) 
的和是直和当且仅当 W 的一个基与 V 2 的一个基合起来是 W + V 2 的一个基。域 F 上线 


性空间 V 的任一子空间 W (可以是无限维的）都有补空间，即存在V的子空间17,使得 
㊉17。从而对于V的任一子空间 W， 都存在平行于 W 的一个补空间 U 在 W 上的 
投影 IV，并且 Im P w = W,Ker IV =17。 

若 A 是域 F 上线性空间V上的幂等线性变换，则 A 是平行于 Ker A 在 Im A 上的投 
影，且 V=Im A ㊉ Ker A。 反之，若 V = W ㊉ L/， 则平行于 U 在 W 上的投影IV是幂等变 
换，平行于 W 在 U 上的投影也是幂等变换，且 i^!V=iV' = 0( 此时称IV与IV正 
交），投影是最基本的线性变换。 

设V是域 F 上的线性空间（可以是无限维的）， A 是V上的一个线性变换。在 F[^] 

中，/(工）=/ 1 (工)/ 2 (工）"_/ 5 (：1：)，其中 / 1 (1)，/ 2 (：1：)，一，/ 5 (0：)两两互素，则 

Ker /G4) = Ker ， （A) ㊉ Ker / 2 04) ㊉…㊉ Ker / S (A). (1) 

设 A 是域 F 上 /z 维线性空间V上的线性变换，如果 A 的特征多项式 /(A) 在 F[A] 中 
能分解成 

/(A) = ( A—Aji (A—A 2 )〜 … （A — 七）〜， （2) 

其中 A:，A 2 ，…， A 5 是 F 中两两不等的元素，匕>0，/ = 1，2,… ，s。 贝 !] 

V = Ker(A — Ai/) r] © Ker(A — A 2 D ㊉…㊉ Ker(A — Xj ) r ^ , 

其中 KerU-A^)^ ， j = 1，2 ，…， s， 称为 A 的根子 空间； 并且 A 的根子空间 KerCA-A,!)^ 
的维数等于 A 的特征值 A, 的代数重数?^，）= 1，2,…，^。 

若 A 的最小多项式 m(A) 在 F[A] 中的标准分解式为 

m(A) = (A — Ai ) ；1 (A 一 A 2 V 2 … （A — X s ) ls » (3) 

则 V^KerU—AJ)、 ㊉ KerG4—A 2 J)~ ㊉…㊉ Ker(A—A 5 J )〜 ， (4) 

并且 KerU—AJV ，等于 A 的根子空间 Ker(A-A ; /)^ ,_; = 1 ， 2, …山 

对于域 F 上 n 维线性空间 V 上的线性变换 A， 若它的最小多项式 m(A) 在 F[A] 中能 
分解成上述一次因式的方幂的乘积，我们通过把V分解成 A 的根子空间的直和，在 A 的 
每个根子空间= Ker ( A - A ; I )^ 中取一个合适的基（通过％上的幂零变换 

A,J 来找合适的基），使得 Ai% 在此基下的矩阵 A, 为一个 Jordan 形 矩阵； 把 
W,G = 1，2, …， s ) 的基合起来成为 V的一个基，则 A 在V 的这个基下的矩阵 
A = diag{Ai ,A 2 ，…， A s } 是一个 Jordan 形矩阵，称它为 A 的 Jordan 标准形。除去 Jordan 

块的排列次序外， A 的 Jordan 标准形是唯一的。 

Witt 消去定理的推 广：设 F 是特征不等于2的域， A^A 2 是域 Fin 级对称矩阵， 

氏，压是域 F 上的 m 级对称矩阵。如果 

0 ] (A 2 0 、 

0 _ 0 b 2 

V ) ^ > 

且 A^A 2 ，那么私二执。 

设V是特征不为2的域 F 上的 n 维线性空间，/是V上的对称或斜对称双线性函 
数， W 是V的一个非平凡子空间，则㊉的充分必要条件为/在 W 上的限制是 
非退化的，其中 W 丄 ：={«evi/(a，々）=o, V卢 GW}。 

设9是欧几里得空间 R rt 上的一个二次函数，则9的零锥 S (即 ：使得 g(6) = 0的所有 
€组成的集合)包含 R n 的一个标准正交基的充分必要条件是： 9在 R n 的一个标准正交基 
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(从而在1^的任一标准正交基）下的矩阵的迹等于0。由此立即得到解析几何中的一个 
结论：在直角坐标系中，顶点在原点的二次锥面 X 2 十 < 22 2 y + a 33 z 2 十 2 a 12 : c：y + 2a 13 x2 ： + 
2 a 23 ^ = 0 有3条互相垂直的直母线的充分必要条件是 a u + a 22 + a 33 =0。 从上述结论及 
其充分性的证明可 得到： n 级实对称矩阵 A 正交相似于主对角元全为0的矩阵当且仅当 
A 的迹为0。我们还证 明了： 对于域 F 上的《级矩阵 A ，若 A 的迹为0,则 A 相似于一个 
主对角元全为0的矩阵。 

我们建立了域 F 上 n 维线性空间 V 上的双线性函数空间 T 2 ( V ) 与 V 上的线性变换 
空间 Hom ( V ，\0 之间的一个同构映射(不用矩阵作为桥梁） ：设 /是 V 上的一个非退化双 
线性函数，任给 V 上的一个双线性函数 g ， 存在 V 上唯一的一个线性变换 G ， 使得 

g(a^j3) == /(G(a) » V ff G V ； 

令 tr : ^则^是！^)到 Hom ( V ， V ) 的一个同构映射。利用这个同构映射，我们 
给出了特征不为2的域 F 上两个 n 级对称矩阵 A ， B 可一齐合同对角化（即存在同一个可 
逆矩阵 P ， 使得 KAP 和 P ' BP 都为对角矩阵）的充分必要条件。当 A 可逆时，这个充分 
必要条件是 A ~ l B 可对角化（即 A ~ l B 可相似于一个对角矩阵）。当 A 不可逆时，若存在 
又。61 7 ，使得犬十2。3可逆且(八十心3) — 1 召可对角化，则 A 与 B 可一齐合同对 角化； 若存 
在 A q GF ， 使得 A + AoB 可逆且 （A + AoSr 1 ^ 不可对角化，则 A 与 B 不能一齐合同对 
角化。 

n 维欧几里得空间 V 上的任一正交变换都可以表示成至多 /Z + 1 个镜面反射的乘积， 

其中 

设 A 是 w 维欧几里得空间 V 上的斜对称变换 （即： 有 G 4 a ，^) = — (…却)）， 
则 A — J 与 A + J 都可逆，且迟二以十乃以一乃^是 V 上的正交变换。反之，若 B 是 V 上 
的正交变换，且 _1 不是 B 的特征值，则焱二⑺一/只五十乃^是^上的斜对称变换。 

实内积空间 V 上的变换 P 是 V 在一个子空间上的正交投影当且仅当 P 是幂等的对 
称变换。 

设广和巧分别是实内积空间 V 在子空间 K 和1/ 2 上的正交投影，则是正 
交投影当且仅当 K 和1/ 2 是互相正交的（即 lAd / f )， 且此时是7在仏 ㊉ 仏上 
的正交投影是正交投影当且仅当，且此时^巧是 v 在 ana 上的正 
交投影。 

设 A 是 n 维欧几里得空间 V 上的对称变换 ， A lf A 2 ，…，的所有不同的特征值，属 
于久，的特征子空间记作％，用 C 表示 V 在 V ,上的正交投影，£ = 1，2,…， 5 ，则 A = 

。这表明正交投影是对称变换的基本建筑块。又由于 n 维欧几里得空间 V 上的线性 

i=l 

变换 A 是对称变换当且仅当 V 中存在一个标准正交基使得 A 在此基下的矩阵为对角矩 
阵，因此正交投影是 V 中能够找到标准正交基使得在此基下的矩阵为对角矩阵的线性变 
换的基本建筑块。 

设 A 是 n 维欧几里得空间 V 上的对称变换，对于任意且 a 參0,令 F ( a ) = 
(广’^ ，则 F ( a ) 在 A 的属于最小（大)特征值的一个单位特征向量处达到最小（大)值。 

va^a) 



n 维欧几里得空间 V 上的任意一个镜面反射都是 V 上的对称变换。 

对于 n 维酉空间 V 上的线性变换 A ， V 中存在一个标准正交基使得 A 在此基下的矩 
阵为对角矩阵的充分必要条件是 A 为正规变换 （g 卩满足 AA * 其中 >4* 是 A 的 

伴随变换）。 

设 H 是//维酉空间 V 上的 Hermite 变换，则 I ~ iH 和 J + iff 都可逆， 
4=( J — ifTKJ + iifr 1 是酉变换，且 一 1不是 A 的特征值。反之，若 A 是酉变换 ，且一 1不 
是 A 的特征值，则 lf =— i ( J — AMJ + A )- 1 是 Hermite 变换。由这个结论得 到：在 V 上的 
所有 Hermite 变换组成的集合与 V 上不以一1为特征值的所有酉变换组成的集合之间有 
一个——对应 a : ff I ——，称 a 是 Cayley 变换。它类似于实数集与复 
平面上的单位圆（去掉 一 1对应的点）之间的 一 '个 一一 对应 : a 1 K 1 — ai ) ( l + ai ) _1 0 

酉空间 V 上的变换 P 是 V 在一个子空间上的正交投影当且仅当 P 是幂等的 
Hermite 变换。 

设 A 是《维酉空间 V 上的正规变换 ， Ai ， A 2 ，…，/ 5 是4的所有不同的特征值，属于; U 的 

s 

特征子空间记作％，用 P , 表示 V 在％上的正交投影 ， i = 。于是 

i=l 

正交投影是 n 维酉空间 V 中能够找到标准正交基，使得在此基下的矩阵为对角矩阵的线 
性变换的基本建筑块。 

酉空间 V 上的线性变换 A 如果有伴随变换，那么 A 是正规变换当且仅当 A =禹+ 
iA 2 ，其中 Ai ， A 2 都是 Hermite 变换，且 A ! A 2 = A Z A X Q 

设义^烏，… ，為 都是72维酉空间 V 上的正规变换，如果它们两两可交换，那么 V 中 
存在一个标准正交基，使得它们在此基下的矩阵都是对角矩阵。 

设 A 是 n 维欧几里得空间 V 上的正规变换，则 V 中存在一个标准正交基，使得 A 在 
此基下的矩阵是形如下述的分块对角 矩阵： 

. ( ( 心1〕 f a ; 6, r 

diagJAi , X 2 ，… , X m > ，…， U 

[ [— oi a x J [— o s a s J J 

此矩阵称为 A 的标准形。由此看出， n 维欧几里得空间上的正规变换的标准形与 n 维酉 
空间上的正规变换的标准形不一样。 

1级酉矩阵组成的酉群 U ( l ) 与行列式为1的2级正交矩阵组成的特殊正交群 SCK 2) 
同构。 

行列式为1的2级酉矩阵组成的特殊酉群 SU (2) 到行列式为1的3级正交矩阵组成 
的特殊正交群 SO (3) 有一个满同态（即保持乘法运算的满射），并且同态的核是 { J ， 一 I }， 
其中 I 是2级单位矩阵。 

任给一个 r 级酉矩阵 P ，可以得到一个 2/* 级正交矩阵 Q ， 并且 Q 是 2 r 级辛 矩阵； 反 
之，任给一个 2 r 级正交矩阵 Q ， 如果 Q 也是级辛矩阵，那么可得到一个 r 级酉矩阵 P 。 

4. 创新亮点。 本套教材有许多创新之处，例如上述三个特色和下文将要讲的特色。 
此处特别指出创新的两个亮点。 

亮点 一:本 套教材明确阐述了域 F 上一元多项式环凡工]和 n 元多项式环 F [ a ，工 2 ，…，:^] 
的通用性质，并且把它们运用于全书各个相关课题中，起到了重要作用。 
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设只是一个有单位元 1' 的交换环，它有一个 子环反 含有1 / ，并且]='到尺 1 有一个双 
射 r ， r 保持加法和乘法运算。任意给定只，令 

①： F [ x ] — 

n n 

/( 工） = ^ 2 a i xi 1 - ^ y ^ r ( aj )^ = : /⑴ ， 

i^O i =0 

则 A 是 F [ X ] 到 i ? 的一个映射，并且 A 保持加法和乘法运算，还有^ ( x ) = G 把映射 ( T , 称 
为 X 用£代入。这就是域 F 上一元多项式环 F [： c ] 的通用性质。这个通用性质 指出： 只要环 
K 满足上述条件，那么从 F [: T] 中有关加法和乘法的等式，通过不定元 X 用只 中任一元素 t 
代入，就可以得到环 i ? 中的有关加法和乘法的等式，产生一通百通的效果。例如，设 A 是域 
F 上的一个 n 级矩阵，由矩阵 A 的所有多项式（即形如 a m A - +… + ai A + a 0 J 

的表达式，其中 A 6 = 0，1，…， m ， m 6 N ) 组成的集合记作 F [ A ]。 容易验证 F [ A ] 是 
环 M „ ( F ) 的一个子环，并且 F [ A ] 是有单位元 J 的交换环。于是不定元 x 可以用矩阵 A 代 
入，也可以用 A 的任一多项式代入，从而由 F [* r ] 中有关加法和乘法的等式可以得到 
F [ A ] 中有关加法和乘法的许多等式。又如，设 A 是域 F 上线性空间 V 上的一个线性变换， 
由 A 的所有多项式组成的集合 F [ A ] 是 V 上所有线性变换组成的环 Hom ( V , y ) 的一个子 
环，且 F [ A ] 是有单位元 J 的交换环。于是不定元: c 可以用线性变换 A 代人，也可以用 A 的 
任一多项式代人。正是利用了一元多项式环的通用性质，我们证明了第3个特色中的 （1) 
式和 （4) 式，从而当 n 维线性空间 V 上的线性变换 A 的最小多项式 m ( A ) 在 F [ A ] 中能分解 
成一次因式的乘积时，通过把 V 分解成4的根子空间的直和，证明了 A 有 Jordan 标准形。 
设 m ( A ) = … 〆 /( A )， 其中 九 （ A )， p 2 ( A )， … ，九 ( A ) 是域 F 上两两不等的首一 

不可约多项式，我们利用一元多项式环的通用性质，把 V 分解成 V-©Ker p l /( A ) ，证明 

> =1 J 

了 A 有有理标准形。我们利用多元多项式环的通用性质，简洁地证明了对称多项式基本定 
理中的唯一性;证明了牛顿公式 （关 于初等对称多项式与 幂和& 的关系的公 式）； 证明了 
辛矩阵的行列式等于 1 。 

亮点二 :本套 教材在研究线性变换的最简单形式的矩阵表示等问题时，充分发挥了最 
小多项式的作用。首先，我们证明了下述 结论： 

设 A 是域 F 上线性空间 V 上的线性变换，如果 V 能分解成 A 的一些非平凡不变子 
空间的 直和： 

V = %㊉㊉…㊉ ， 

那么 A 的最小多项式 m ( A ) ^[饥! （ A )，7 n 2 ( A ) ， … ， m ,( A )]， 

其中上的线性变换的最小多项式 ，j = 1，2, …^。 

然后我们利用最小多项式证明了下列重要 结论： 

设 A 是域 F 上界维线性空间 V 上的线性变换，则 A 可对角化当且仅当 A 的最小多 
项式 m ( A ) 在 F [ A ] 中能分解成不同的一次因式的乘积 A 有 Jordan 标准形当且仅当 A 的 
最小多项式 m ( A ) 在 F [ A ] 中可以分解成一次因式的 乘积； 若 A 的最小多项式 m ( A ) 在 F [ A ] 
中的标准分解式为 m ( A ) = ^ U ) p l 2 z ( A ) …沪 （ A ) ，则 A 有有理标准形。 

设禹 ， A 2 ，…， A m 都是域 F 上 W 维线性空间 V 上的线性变换。如果 A !， A 2 ，…，两 


两可交换且都可对角化，那么 V 中存在一个基，使得禹 ， A 2 ，…， A m 在此基下的矩阵都是 
对角矩阵。 

设 A 是域 Fin 维线性空间 V 上的线性变换， A 的最小多项式 m ( A ) 在 F [ a ] 中的标 
准分解式为 

m { X ) = p \ ( A )/>2 2 ( A )***/>/ ( A ) » 

m Ker # ( A ) 的维数等于九 u ) 的次数乘以 A 的特征多项式 / GO 的标准分解式中九 （ A ) 
的幂指数，7 = 1,2,…， s 。 

设 A 是域 F 上线性空间 V 上的线性变换，则 F [ A ] 是域 F 上的线性空间，并且 F [ A ] 
的维数等于 A 的最小多项式 m ( A ) 的次数。 

设 A 是域 F 上 n 维线性空间 V 上的线性变换，把与 A 可交换的所有线性变换组成的 
集合记作 CU ) ，则 C ( A ) 是域 F 上的一个线性空间。设4在 V 的一个基下的矩阵是 a ， 
把与 A 可交换的所有 n 级矩阵组成的集合记作 C ( A ) ，则 C ( A ) 是域 F 上的一个线性空 
间。显然 CU ) 与 C ( A ) 同构。 在紙 （ F ) 中，若 A 与 B 相似，则 C ( A )= C ( B )。 

设 A 的最小多项式为 m ( A )， A 的特征多项式为 /( A )。 

设 m ( A ) 在 F [ A ] 中的标准分解式为 m ( A ) = (A — Ai)(A — A 2 )"*(A — A ,)， 则当 s = w 时， 
CG 4)= F [ A ]， 并且 dimC ( A )= n 。当且 A 可对角化时，若 

/( A ) = (A — Ai)^ x (A —义2)* 2 …（又一又 5 )〜， 

则 dim C ( A ) = ， CG 4) 兰 （ F ) + M & ( F ) + …+ M 卜 （ F ) , C ( A ) ^ F [ A ] 0 

i=l ' 

设 m ⑴在 F [ A ] 中的标准分解式为 mU ) = ( A - A ：)^ ( A — A 2 )〜 … (A — A # 。若 A 的 
Jordan 的标准形为 

diag { 八 ( Ai ) ? // ( A2 ) ，…， Ji ( Aj ) } » 

1 £ s 

则 dim CG 4)= n ， CG 4)= F |>]。 

若 A 的 Jordan 标准形中有一个特征值 A , 至少有两个 Jordan 块，则 dim C(A)>72, 
C(A)^F[A] 0 此时，记 W , = K er 04—， A ,= A | W,，j = l ，2, …山则 

s 

CU ) 兰 CCAO + CU 2 ) +… + C ( A S ), dim CU ) = 2 ]dim CCA ,). 

i = l 

设 m ( A ) 在 F ( A ) 中的标准分解式为 mU )= p [ 1 ( A )^ 2 ( A ) …义 （ A ), 其中至少有一个 
九 （ A ) 的次数大于1。 

若 A 的有理标准形是一个有理块，则 dim C ( A ) = n , C ( A ) = F [ A ] 0 

若 A 的有理标准形的各个有理块的最小多项式两两互素，则 

dim C ( A ) — n , C ( A ) = F [ A ]. 

若 m ( A )= 九 ( A)，deg 且 A 的有理标准形至少有两个有理块，则 

dim C ( A ) = y ( dim F V ) 2 ， CG 4) = Homj ^〕（ V %\0 。 

若 = p \ iX)pz ( A )***/> 5 ( A ) »deg 久 （ A ) = n ， z . = 1 ， 2 ，…， s 。 设 

fU )= p\ l U ) p k ； ( A ) …於 （ A )， 记 W t =Ker A 04) ， 成 | U = 1，2 ，…山则 
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dim C ( A ) = ^ Vjk ] ， 

i = l 

C ( A ) ^ C ( A ：) + C ( A 2 ) + … + CG 4,) 

兰 Hom F[A ] ( Wx ， W \ ) + …+ Hom F[A ] ( W s ， W ,). 

丄 JS 

若 rn ( A ) 的标准分解式中至少有一个6>1，且 A 的有理标准形中至少有两个有理块 
的最小多项式不互素，记 W ,_ = Ker = 

5 

C ( A ) = C ( A : ) - j - C ( A 2 ) … 4* C ( A ,) , dim C ( A ) = dim C ( A t ). 

i = 1 

求 CU ) 剩下来未解决的情 形是: A 的最小多项式 m ( A ) 是一个不可约多项式的方幂 
mU )= p l ( X ) ，且 A 的 Jordan 标准形至少有两个 Jordan 块，或者 A 的有理标准形至少有 

两个有理块。这时我们解决了 C 2 ( A ) 的结构 问题： 

C 2 ( A ) = F [ A ] , dim C 2 ( A ) = Z deg p ( X ) ? 

其中 C 2 ( A ) : = { HeHom ( V , V ) = VB 6 CU )}， 显然 C 2 G 4) 是域 F 上的一个线 

性空间。 

5. 强调思维。本套教材按照数学的思维方式编写，着重培养数学思维能力。 我们把 

数学的思维方式概 括成： 观察客观世界的现象，抓住其主要特征，抽象出概念或者建立模 
型；通过直觉判断、归纳推理、类比推理、联想推理和逻辑推理等进行探索，作岀 猜测； 然后 
经过深入分析、逻辑推理和计算等进行论证，揭示出事物的内在规律，从而使纷繁复杂的 
现象变得井然有序。按照“观察一抽象一探索一猜测一论证”的思维方式编写教学内容， 
就使得数学比较容易学，而且同学们可以从中受到数学思维方式的熏陶，终身受益。 

例如，一元多项式环的通用性质是很深刻的数学内容，而我们从简便计算 101 2 引出： 
在完全平方公式 (x + a ) 2 =: c 2 +2 a ：r + a 2 中，: r 也可以用 n 级矩阵 A 代入（根据矩阵乘法 
的分配律直接计算得出）。由此 猜测： 在数域 K 上的一元多项式环 K [: r ] 中，有关加法和 
乘法的等式，在: c 用矩阵 A 代人后，左右两边保持相等。由此进一步抽象并且经过论证 
得出一元多项式环的通用性质。这样做就使得一元多项式环的通用性质比较容易理解 
了。又如，不可约多项式是数域 K 上一元多项式环 K [ x ] 的结构中的基本建筑块，复系数 
不可约多项式只有一次多 项式； 实系数不可约多项式只有一次多项式和判别式小于零的 
二次多项式。有理系数不可约多项式有哪些？如何判别？思路是什么呢？我们首先举了 
一个有理系数多项式的具体例子，把它的各项系数分母的最小公倍数作为分母，提出一个 
分数，使得括号内的多项式的各项系数都为整数，并且把这些整数的公因数也提出去，这 
时括号内的多项式的各项系数的最大公因数只有1 和一 1。这种整系数多项式称为本原 
多项式。这就自然而然地引出了本原多项式的概念。任何一个有理系数多项式都可以表 
示成一个本原多项式与一个有理数的乘积，于是一个有理数系数多项式是否不可约与相 
应的本原多项式是否不可约是一致的。这样我们就找到了思 路：去 研究本原多项式的不 
可约的判定。为此需要探索本原多项式的性质。由于本原多项式的各项系数的最大公因 
数只有1和一 1，因此直觉判断两个本原多项式如果能够互相整除（此时称它们相伴），那 
么它们只相差一个正 负号； 然后证明这一猜测是正确的。由于因式分解涉及到乘法，因此 
自然要问 ：两个 本原多项式的乘积是否还是本原多项式？这在直观上不容易看出，可以尝 


试假设两个本原多项式的乘积不是本原多项式，去进行逻辑推理，得出了矛盾，因此两个 
本原多项式的乘积仍是本原多项式。这就自然而然地得岀了高斯引理。想寻找本原多项 
式不可约的充分条件，这犹如大海捞针，我们可以反过来思考 ：如果 一个次数大于0的本 
原多项式可约，那么它可以分解成两个次数较低的有理系数多项式的乘积，从高斯引理我 
们可以进一步直觉判断它可以分解成两个次数较低的本原多项式的乘积。经过证明，这 
个猜测是正确的。由于任何一个素数都不可能整除本原多项式的各项系数，因此为了从 
一个本原多项式可约推出进一步的结论，我们考虑这样一种情形：对于一个次数大于0的 
本原多项式 /(X) ，存在一个素数 p , p 能够整除 / U ) 的首项系数以外的其他各项系数，但 
是户不能整除首项系数，如果/(工）可约，那么它可以分解成两个次数较低的本原多项式 
的乘积。由此经过逻辑推理，得出的平方能整除/(工）的常数项。因此对于这种本原 
多项式 / U )， 如果声的平方不能整除常数项，那么/(工）不可约。这就自然而然地得出了 
本原多项式不可约的充分 条件： 存在一个素数 P 满足上述三个条件。这就是著名的 
Eisenstein 判别法。我们经过探索和论证得出 Eisenstein 判别法，不仅使同学们对于素数 
f 满足的三个条件印象很深刻，而且让他们知道了 Eisenstein 判别法是怎么来的，受到了 
数学思维方式的熏陶。 

又如，在实数域上的线性空间 V 中引进度量概念的办法 是：在 V 上定义一个正定的 
对称双线性函数，称为内积，这时 V 称为一个实内积空间。在复数域上的线性空间 V 中 
引进度量概念的方法与实数域不同，这是因为复线性空间 V 上的双线性函数不可能满足 
正定性。为了能定义向量的长度，需要有正定性。为此，复线性空间 V 上的内积的定义 
为: V 上的一个二元函数如果满足 Hermite 性、对第一个变量线性、正定性，那么这个二元 
函数称为 V 上的一个内积，此时称 V 是酉空间。对于任意一个域 F 上的线性空间 V ，能 
不能引进度量概念？关键是要有内积的概念。由于在一般的域中，没有“正”元素的概念， 
因此不可能谈论正定性，于是长度、角度、距离的概念也就没有了。但是正交这个概念还 
是可以推广到任意域上线性空间中。内积应当是 V 上的一个二元函数/，为了能充分利 
用线性空间有加法和纯量乘法的特性，/应当是 V 上的双线性函数。由于两个向量《与 
p 正交应当是相互的，因此/应当是对称或斜对称的。从而 V 上可以指定一个对称双线 
性函数/作为内积，此时( V ，/)称 为正交空间。 V 上也可以指定一个斜对称双线性函数 
g 作为内积，此时 ( V ， g ) 称为辛 空间。 即使在实数域上的线性空间中，在某些问题里，也 
不用正定的对称双线性函数作为内积，而指定一个非退化的对称双线性函数作为内积。 
例如，在爱因斯坦的狭义相对论中，从光速不变原理导出了时间-空间的新的坐标变换公 
式，称它为 洛伦兹 （ Lorentz ) 变换。 爰因斯坦的狭 义相对性原理 指出： “所有的基本物理规 
律都应在任一惯性系中具有相同的形式。”一个点 P 在给定的惯性系中的时间-空 
间坐标是4维实线性空间 R 4 的一个向量。类比欧几里得空间中， 

是 a 与爲 的距离的平方，如果在 R 4 中指定一个非退化的对称双线性函数/， 
那么把 /( a —称为 a 与13 的 时-空间隔的平方。 根据狭义相对性原理，洛伦兹变换 
cr 保持任意两个向量的时_空间隔的平方不变。若令 

f ( a , j 3 ) =— c 2 Ut2 J rx l x 2 + yiy 2 + z : z 2 



高 等代数 （上 册） 

其中 c 是光速 ， a = , x l , y x , ZiY , { t 2 ^ x z , y 2 , z 2 ) 0 则可以证明 / ( cr ( a ) , cr ( a ))= 

/( a » a ) 0 从而 

fiaia) — a(jS) ,cr(a) — cr ( 卢 )）=/(a — j3，a — 卢） 

因此在 R 4 中把上述非退化的对称双线性函数 / 作为内积，此时称 （ R 4 ，/) 是一个 闵柯夫 
斯基 （ Minkowski ) 空间。 假如在 R 4 中指定一个正定的对称双线性函数作为内积,那么洛 
伦兹变换不可能保持任意两个向量的距离的平方不变。因此在 R 4 中应当指定上述非退 
化的对称双线性函数/作为内积。闵柯夫斯基空间就是一个正交空间。这是需要讨论 
正交空间的物理背景。 

再如，关于线性空间的张量积，我们不是一开始就给出线性空间的张量积的定义，而 
是先在 11. 1节例5的点评中指出，设 V ，17分别是域 F 上 n 维、 m 维线性空间，用 

) 表示 V * XtT 上的所有双线性函数组成的线性空间，则存在 VXL 7 到 
的一个双线性映射 r (可具体写岀）。在 11. 2节中深入分析爽 V*，LT ) 和 r 的 
性质，发现从 VX 17 到域 F 上任一线性空间 W 的任一双线性映射 A ，存在啊 V*，IT ) 到 
W 的唯一的线性映射使得 A = pr 。 由此引出了线性空间7和17的张量积的概念，这 
时水到渠成地得出了 V 与1/的张量积的定义。这就使得张量积这一原本深奥难懂的概 
念变得清晰，成为同学们能够把握的一个概念，因为（穴 V*，LT )， r ) 就是 V 与1/的一个 
张量积。 

我们不仅在每一节的内容精华部分按照数学思维方式编写，而且在典型例题部分也 
着力于培养数学思维能力。我们在例题的解法或点评中，讲清楚关键的想法，以及这个想 
法是怎么想岀来的，让学生从中学习怎样科学地思考。我们还编写了一些由内容精华拓 
展而来的例题，让学生从中学会提出问题。例如，实内积空间 V 上的正交变换一定保持 
向量的长度不变，保持向量间的距离不变，保持正交性不变等。那么反过来， V 到自身的 
满射 A 如果保持向量的长度不变，那么 A 是不是正交变换？保持向量间的距离不变呢? 
保持正交性不变呢？这些在第10章 10. 4节典型例题的例3、例23、例22进行了讨论。 

6. 例题丰富。每一节除了“内容精华”外，还专门设置了“典型例题”的栏目。 这些例 
题有的是“内容精华”中理论的延伸，有的是给同学们呈现如何解题的范例，有的是为了培 
养同学们分析问题和解决问题的能力，旨在帮助同学们在髙等代数理论上和科学思维能 
力上都达到相当的髙度。 

7. 展示应用。本套书开辟了"应用小天地”栏目。 同学们 常问： 学习髙等代数有什么 

具体应用？我们在每一章后面都写了一个方面的应用。例如，第5章写了矩阵的特征值 
在实际问题中的应用。第6章写了二次曲面的类型。第7章写了序列密码和 m 序列。 
第8章写了线性空间在编码中的应用。20世纪物理学取得的两个划时代的进展是建立 
了相对论和量子力学。我们在第10章 10. 6节由爱因斯坦的狭义相对性原理引出了闵柯 
夫斯基空间。在第10章的“应用小天地”栏目里写了“酉空间在量子力学中的应用”。详 
细介绍了历史上量子力学的建立过程，阐述了一个量子体系的所有量子态（可归一化）组 
成的集合允可形成一个酉空间，与这个量子体系的力学量 A (例如，位置、动量、角动量、动 
能和势能等)相应的算符 A 都是酉空间才上的线性变换，而且一定是 Hermite 变换。当 
量子体系处于一个量子态，人们去测量力学量 A 时，一般说来，可能出现不同的结果，各 
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有一定的概率。如果量子体系处于一种特殊的状态下，那么测量力学量 A 所得的结果是 
唯一确定的，这种特殊的状态称为力学量 A 的本征态。可以证明4是力学量 A 的本征 
态当且仅当0是相应算符 A 的一个特征向量，其所属的特征值就是测量 A 所得的唯一结 
果。第11章的“应用小天地”栏目里写了“张量积在量子隐形传态中的应用”。发送者要 
把一个具有自旋的粒子1的自旋状态传送给接收者，而粒子1本身不传给接收者，这能办 
到吗？ 1993年 C . H . Bennett 等人提出了一个传递方案，关键是把粒子2和3制备成为 
EPR 对处于纠缠态，然后把粒子2传递给发送者，同时把粒子3传送给接收者，最终粒子 
1的自旋态传送给了粒子3,实现了量子隐形传态，这在量子信息论中起着重要作用。之 

所以能把粒子1的自旋态隐形传送给粒子3,关键是利用了张量积，本书详细阐述了其中 
的道理。 

8. 可读性强。 本套教材按照数学的思维方式编写，叙述清晰、详尽、严谨，对于后文 
要用到的结论，前面章节均作了铺垫，环环相扣，层层深入，可读性强。 

本套教材适合用作综合大学、髙等师范院校和理工科大学“髙等代数”课程的教材，上 
册供第一学期使用，下册供第二学期使用。每一节的“内容精华”（除去打*号的和用楷体 
字排印的以外）在大课中 讲授; “典型例题”中的一部分在大课中讲授，一部分在习题课中 
进行 ，一 部分作为课外作业，一部分供同学们自己思考和 阅读； “习题”留给同学们课外作 
业。书末有习题解答或提示。想了解习题详细解答的同学，可以参阅《高等代数学习指导 
书（上册、下册）》(丘维声编著，北京 ：清华 大学出版社，2005年、2009年）中相应章节的典 
型例题的解答或习题解答。本套教材还可作为“高等代数”或“线性代数”课程的教学参考 
书，也是数学教师和科研工作者高质量的参考书。 

本套教材荣获2009年“北京市高等教育精品教材立项项目”，被评为重大支持项目， 
特此向北京市教育委员会表示感谢！ 

感谢本套教材的责任编辑吴颖华，她为本书编辑出版付出了辛勤劳动。 

我们坦诚欢迎广大读者对本套教材提出宝贵意见。 


丘维声 

北京大学数学科学学院 
2010年4月 



目 


录 


引言 离等代 数的内容和学习方法 .（1) 

第1 章线性方程组的解法 .（4) 

1.1 解线性方程组的矩阵消元法 .（4) 

1.1.1 内容精华 .（4) 

1. 1.2 典型例题 .(12) 

习题 1. 1 . (15) 

1.2 线性方程组的解的情况及其判别准则 .（16) 

1.2. 1 内容精华 .(16) 

1.2.2 典型例题 .（18) 

习题 1.2 . (22) 

1. 3 数域 .(23) 

1.3.1 内容精华 .(23) 

1.3.2 典型例题 .(24) 

习题 1. 3 . (25) 

卒卜？£题_ . (25) 

应用小 天地： 配制食品模型 .（27) 

第 2 章行列式 .(29) 

2.1 7 Z 元排列 .(30) 

2.1.1 内容精华 .(30) 

2.1.2 典型例题 .(31) 

习题 2. 1 . (33) 

2.2 n 阶行列式的定义 .(34) 

2.2.1 内容精华 . (34) 

2.2.2 典型例题 . (36) 

习题 2. 2 . (38) 

2.3 行列式的性质 .(39) 

2.3.1 内容精华 .(39) 

2.3.2 典型例题 .(44) 

习题 2. 3 . (47) 

2.4 行列式按一行（列）展开 .（48) 

2. 4.1 内容精华 .（48) 



































.高 等代数（上册) 


2.4.2 典型例题 .(54) 

习题 2. 4 . (60) 

2.5 克莱姆 （ Cramer ) 法则 .（63) 

2.5.1 内容精华 .(63) 

2.5.2 典型例题 .(65) 

习题 2. 5 . (68) 

2.6 行列式按6行（列）展开 .（68) 

2.6.1 内容精华 .(68) 

2.6.2 典型例题 .(70) 

习题 2. 6 . (72) 

补充题二 . （ 72 ) 

应用小天地 ：行列 式的应用举例 .（75) 

章线性方程组的解集的结构 .（80) 

3.1 n 维向量空间 . (80) 

3. 1. 1 内容精华 .(80) 

3.1.2 典型例题 .(83) 

习题 3. 1 . (86) 

3.2 线性相关与线性无关的向量组 .（87) 

3.2.1 内容精华 .（87) 

3.2.2 典型例题 .（90) 

习题 3. 2 . (96) 

3.3 向量组的秩 .（97) 

3.3.1 内容精华 .(97) 

3.3.2 典型例题 .（100) 

习题 3. 3 . (104) 

3. 4 子空间的基与维数 .（105) 

3. 4. 1 内容精华 .（105) 

3.4.2 典型例题 .（107) 

习题 3. 4 . (109) 

3. 5 矩阵的秩 .（109) 

3. 5. 1 内容精华 .（109) 

3.5.2 典型例题 .（113) 

习题 3.5 . (117) 

3.6 线性方程组有解的充分必要条件 .（119) 

3.6.1 内容精华 .（119) 

3.6.2 典型例题 .（120) 

习题 3.6 . (122) 

3.7 齐次线性方程组的解集的结构 .（123) 









































目录 • XVII • 


3. 7. 1 内容精华 . （ 12 3) 

3.7.2 典型例题 .（126) 

习题 3. 7 . (129) 

3.8 非齐次线性方程组的解集的结构 . (130) 

3.8.1 内容精华 .（130) 

3.8.2 典型例题 .（131) 

习题 3. 8 . (135) 

补充题三 .（136) 

应用小 天地： 线性方程组在几何中的应用 .（137) 

第4章矩阵的运算 .（ U 1) 

4.1 矩阵的运算 .（141) 

4.1.1 内容精华 .（141) 

4. 1. 2 典型例题 .（148) 

习题 4. 1 . (153) 

4.2 特殊矩阵 .（156) 

4. 2. 1 内容精华 .（156) 

4.2.2 典型例题 .（160) 

习题 4. 2 . (166) 

4.3 矩阵乘积的秩与行列式 .（166) 

4.3.1 内容精华 .（166) 

4.3.2 典型例题 .（171) 

习题 4. 3 . (178) 

4. 4 可逆矩阵 . （180) 

4. 4. 1 内容精华 .（180) 

4.4.2 典型例题 .（183) 

习题 4. 4 . (192) 

4.5 矩阵的分块 .（194) 

4. 5. 1 内容精华 .（194) 

4.5.2 典型例题 .（199) 

习题 4. 5 . (211) 

4.6 正交矩阵•欧几里得空间 R rt . (214) 

4.6.1 内容精华 .（214) 

4.6.2 典型例题 .（218) 

习题 4. 6 . (227) 

4. 7 到的线性映射 .（229) 

4.7.1 内容精华 .（229) 

4.7.2 典型例题 . (232) 

习题 4. 7 . (236) 








































• xvin - 高 等代数 （上 册） 

补充题四 .（237) 

应用小 天地： 区组设计的关联矩阵 .(241) 

第5章矩阵的相抵与相似 .（244) 

5.1 等价关系与集合的划分 .（244) 

5.1.1 内容精华 .（244) 

5. 1.2 典型例题 .（246) 

习题 5. 1 . (248) 

5. 2 矩阵的相抵… . （248) 

5.2.1 内容精华 .（248) 

5.2.2 典型例题 .（250) 

习题5, 2 . (254) 

5.3 广义逆矩阵 .（255) 

5.3.1 内容精华 .（255) 

5.3.2 典型例题 . （259) 

习题 5. 3 . (262) 

5.4 矩阵的相似 .（264) 

5.4. 1 内容精华 .（264) 

5.4.2 典型例题 .（265) 

习题 5. 4 . (268) 

5.5 矩阵的特征值和特征向量 .（269) 

5.5.1 内容精华 .（269) 

5.5.2 典型例题 .（272) 

习题 5. 5 . (280) 

5.6 矩阵可对角化的条件 .（282) 

5.6.1 内容精华 .（282) 

5. 6. 2 典型例题 .（284) 

习题 5. 6 . (291) 

5.7 实对称矩阵的对角化 . （293) 

5.7.1 内容精华 .（293) 

5.7.2 典型例题 .（296) 

习题 5. 7 . (300) 

补充题五 .（301) 

应用小 天地： 矩阵的特征值在实际问题中的应用 .（313) 

第6章二次型•矩阵的合同 .（315) 

6.1 二次型及其标准形 .（315) 

6. 1. 1 内容精华 .（315) 

6.1.2 典型例题 .(320) 

习题 6. 1 . (331) 








































目录 _ XIX • 


6.2 实二次型的规范形 .（332) 

6. 2. 1 内容精华 .（332) 

6.2.2 典型例题 .（335) 

习题 6. 2 . (340) 

6.3 正定二次型与正定矩阵 .（340) 

6.3.1 内容精华 .（340) 

6. 3. 2 典型例题 .（345) 

习题 6. 3 . (351) 

补充题六 .(352) 

应用小天 地：二 次曲面的类型 .（363) 

习题答案与提示 .(366) 

第1章线性方程组的解法 .（366) 

第2章行列式 .（367) 

第3章线性方程组的解集的结构 .（370) 

第4章矩阵的运算 .（374) 

第5章矩阵的相抵与相似 .（383) 

第6章二次型•矩阵的合同 .(394) 

参#翊 .(399) 

作者主要著译作品 .(400) 





















引言离等代数的内容和学习方法 


客观世界丰富多彩。 几何学 研究客观世界的空间形式， 代数学 通过运算来研究客观 
世界的数量关系 ，分析学用 变化的观点研究客观世界中数量之间的确定性依赖关系 ，概率 
统 计则研究客观世界中的不确定现象（即随机现象）。 

用字母表示数，使得客观世界中的未知量可以用字母来表示，然后找出数量之间的等 
量关系，列成 方程； 利用运算律和等量公理解方程，便可求出未知量的值。于是解方程成 
为古典代数学研究的中心问题。 

n 个未知量的一次方程组称为 《元线性方程组。 研究 n 元线性方程组的统一解法， 
便自然而然地引出了矩阵的概 念：由 个数排成的 s 行、 m 列的一张表称为一个 sXm 
矩阵。矩阵成为用消去法解线性方程组的非常便利的工具。 

研究线性方程组何时有解，有多少解以及解集的结构，促使人们在〃元有序数组的集 
合中规定加法与数量乘法两种运算，连同运算律形成一个代数系统，称为 《维向置空间。 
借用几何的语言，并且从几何空间受到启发来研究 n 维向量空间的结构，从而彻底解决了 
线性方程组的解的情况的判定和解集的结构问题。这一成功的范例促使人们进一步抽象 
出线性空间的 概念： 具有加法与数量乘法两种运算的集合，并且满足8条运算法则。用 
公理化方法研究线性空间的结构，所得到的结论可适用于各种具体的线性空间，例如，函 
数集合对于函数的加法和数量乘法形成的线性空间。由于客观世界的数量关系中线性问 
题（即均匀变化的问题）可以通过加法与数量乘法两种运算来表达（例如，描述均匀变化现 
象的一次函数的解析式为 > =々 : r + h 其中 k 是做数量乘法， + 6 是做加法），因此线性 
空间成为研究客观世界中线性问题的有力工具。对于非线性问题，经过局部化以后，便可 
以运用线性空间的理论来处理，或者可以用线性空间的理论研究它的某一侧面。线性空 
间是髙等代数的重要组成部分——线性代数的主要研究对象之一。 

客观世界的空间形式中许多变换（例如，几何空间中平移、旋转、镜面反射、投影、位 
似、相似、压缩等），客观世界的数量关系中的线性关系，可以抽象成线性空间之间保持加 
法和数量乘法两种运算的映射，称 为线性映射。 线性映射是线性代数的另一个主要研究 

对象。可以说 ，學毕 作攀旱呼琴学毕罕 - 吁學毕咚 f 线性映射可以用矩咗来表 

示，因此线性映# ' 

几何空间中有长度、角度、正交（即垂直）等度量概念，它们可以统一用内积来刻画。 
由此受到启发，在线性空间，只要定义了内积，就可以引进度量概念。在实数域上的线性 
空间中，一个正定对称的双线性函数称为一个 内积； 定义了一个内积的有限维实线性空间 
称为欧 几里得空间。 在复数域上的线性空间中，一个正定的、 Hermite 的、对第一个变量 
线性的二元函数称为一个 内积; 定义了一个内积的复线性空间称为酉 空间。 在任一域 F 
上的线性空间 V 中，指定一个对称（或斜对称）双线性函数/作为内积，此时称( V ，/)是一 
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高等代数（上册) 


个正 交空间 （或 辛空间）。 欧几里得空间、酉空间、正交空间以及辛空间都是具有度量的线 
性空间。欧几里得空间（或酉空间）到自身的保持内积不变的满射称为正 交变换 （或 酉变 
换）。 设( V ，/)是域 F 上有限维正则的正交空间（或辛空间）， V 上的一个线性变换如果保 
持内积不变，那么称它是正 交变换 (或 辛变换）。 它们都是保持度量不变的线性变换。在 
欧几里得空间（或酉空间）中，与度量有关的线性变换还有对 称变换 (或 Hermite 变换）。 

综上所述，线性代数研究的对象及其内在联系可以用下述框图 表示： 



上述这些是高等代数课程的第一部分内容。 

关于一元高次方程/(工）=0的求根，很自然的思路是把方程左端的一元多项式因式 
分解。为此需要研究一 元多项 式环的结构。为了深入研究一元多项式的根，需要研究一 
元多项式环与一元多项式函数环之间的关系。一元二次方程的求根公式促使人们去研 
究 ：一元 髙次方程有没有求根公式？早在欧洲文艺复兴时代，人们就发现三次、四次方程 
都有求根公式（即方程的根用系数经过加、减、乘、除、乘方、开方运算所得的公式来表达）。 
那么，五次和五次以上的方程有没有求根公式？人们历尽了数百年艰辛的探索，最终于 
1832年由伽罗瓦 ( Galois ) 利用方程的根的置换群给出了方程有求根公式的充分必要条 
件，从而证明了五次和五次以上的一般代数方程没有求根公式。伽罗瓦这一天才的发现 
进一步促进了人们去研究抽象的群、环、域等代数系统，于是代数学的研究对象发生了根 

本性的转变。研寒斧种作譽罕寧 ( 例如： 群、环、域等 〉 印竿甲孕亭夸_ ( 即保持运算的映 

射 ) 成为近世代•数•学•研•究•的•中•心 N 题。 . 

'高'等 X 数'课第^^部'分'内¥_是研究一元多项式环的结构及其通用性质，进而研究 
n 元多项式环的结构。 

高等代数课程的第三部分内容是从整数集，数域 K 上一元多项式的集合，数域 K 上 
n 级矩阵的集合等引出抽象的环的 概念; 从模 A 剩余类的集合引出抽象的域的概念；从 n 
元置换的集合，正交变换的集合等引出抽象的群的概念。 

高等代数的第二、第三部分内容及其内在联系可以用下述框图 表示： 






引言高等代数的内容和学习方法 




髙等代数课程的主 线是： 研究线性空间和多项式环的结构及其态射（线性映射，多项 
式环的通用性质）。通过学习髙等代数课程，可以初步领略近世代数学的风采。代数学研 
究结构和态射的观点已经渗透到现代数学的各个分支中，因而学习高等代数课程可以通 
向现代数学的神奇世界。 

我们编著的《高等代数》（上册、下册）贯穿上述这条主线，分成六个 模块： 线性方程组 
和 n 元有序数组形成的 n 维向量空间，矩阵的运算及其相抵、相似、合同分类，一元和多元 
多项式环，域上的线性空间及其线性映射，具有度量的线性空间，多重线性代数。 

怎样才能学好高等 代数？ 

1. 要按照数学的思维方式学习高等代数。观察客观世界的现象，抓住其主要特征， 
抽象岀概念或者建立 模型； 运用直觉判断、归纳、类比、联想、推理等进行探索，猜测可能 
有的 规律； 然后通过深入分析、逻辑推理和计算进行论证，揭示事物的内在规律，这就是 
数学思维方式的全过程。按照“观察一抽象一探索一猜测一论证”的思维方式学习数学是 
学好数学的正确途径，而且可以培养正确处理工作和生活中遇到的各种问题的能力，从而 
终身受益。 

2. 要掌握理论，包括概念、定理、基本方法以及所研究的问题的主线。对重要的概念 
和结论，要随着学习过程的进行不断加深对它们的认识和理解。只有掌握了理论，才能解 
决各种问题。 

3. 要把理论用于解决代数学和数学的其他分支，以及自然科学、社会科学和经济学 
等领域中的具体问题。 

4. 要做足够数量的习题，要在理论的指导下做习题，要随时总结解题方法和 技巧； 对 
本套教材每一节的典型例题要认真思考和学习，培养分析问题和解决问题的能力；有一些 
重要例题和习题的结论也需记住，并可用在其他一些例题和习题的解题过程中。 

5. 要注意从几何空间的具体例子受到启发，要把线性代数的理论用于解决几何学中 
的问题。 

6. 要运用辩证法，对具体问题具体分析。 


第 1 章线性方程组的解法 


客观世界的数量关系中线性问题（即均匀变化的问题）可以列出线性方程组来求解。 
计算机的迅速发展使得成千上万个未知量的线性方程组也有可能求解，这 需要给 出统一 
的、机械的求解线性方程组的算法。本章给出了解线性方程组的高斯 （ Gauss ) —约当 
(Jordan) 算法，讨论了线性方程组解的情况及其判别 准则。 


1.1 解线性方程组的矩阵消元法 


1.1.1 内容精华 

客观世界中最简单的数量关系是均匀变化的关系。例如，某种食品含蛋白质15%， 
那么 2000kg 的这种食品含蛋白质 2000X15 % (kg)。 在均勻变化问题中，列出的方程组 
是一次方程组。我们来看下面的例子。 

某食品厂收到了某种食品 2000kg 的订单，要求这种食品含脂肪5%，碳水化合物 
12%，蛋白质15%，该厂准备用5种原料配制这种食品，其中每一种原料含脂肪、碳水化 
合物、蛋白质的百分比如下表所示（省写了“ ％ ”）。 




a 2 

A 3 

^4 

a 5 

脂肪 

8 

6 

3 

2 

4 

碳水化合物 

5 

25 

10 

15 

5 

蛋白质 

15 

5 

20 

10 

10 


用上述 5 种原料能不能配制出 2000kg 的这种食品？如果可以，那么有多少种配方？ 
设所需要的原料（单位： kg)^ ^ A 2 ^ A 3 , A 4 t A 5 ，分别为 a ，: r 2 ， jc 3 ，，则根据题 

意得 

f Xi + x z + x z + 工 4 + 工 5 = 2000 ， 

Bxi + 6:c 2 + 3x 3 + 2x4 + 4*r 5 = 2000 X 5 ， 

^ (1) 

5xi + 25 x 2 + 10 工 3 + 15j: 4 十 5 工 5 = 2000 X 12 ， 

15j ：! + 5 o ：2 + 20x 3 + 10jt：4 + l(Xr 5 = 2000 X 15. 

如果这个方程组有解，并且取的值都是正数，那么用这 5 种原料可以配 




1-1 解线性方程组的矩阵消元法 
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制出 2000 kg 的这种食品。此时，方程组 （1) 的满足々〉0(纟=1，2,3,4,5)的解的个数就是 
配方的个数。 


上述方程组 （1) 的每个方程中，左端都是未知量 A ，心，心 ， r 4 ， x 5 的一次齐次式，右端 
是常数，像这样的方程组称为 线性方程组。 每个未知量前面的数称为 系数， 右端的项称为 

常数项。 


数学的各个分支以及自然科学、工程技术、经济学等领域中，有不少问题可以归结为 
线性方程组的问题。因此我们抽象出线性方程组这一数学模型，深入地研究它。 

含 n 个未知量的线性方程组称为 元线性方程组 ，它的一般形式是 


'a u xi + a xl x 2 十 …+ ai n x n = bi , 
a 2 iXi + a Z2 x 2 + ••- 4- a tn x n = b 2 , 

< 


( 2 ) 


+ a s2 x 2 + *** + a sn x n = b s , 

其中 《 n ， a 12 ，…，〜是系数， &々，•••，& 是常数项，常数项一般写在等号的右边。方程的 
个数 s 与未知量的个数^可以相等，也可以或 5 >72。 

对于线性方程组（2)，如果々，々，…， a 分别用数 q , c 2 ，…， q 代入后，每个方程都变 
成恒等式，那么称《元有序数组 （ Cl ， c 2 ，…， c „) 是线性方程组 （2) 的一 个解。 方程组 （2) 的 
所有解组成的集合称为这个方程组的 解集。 

从上述配制食品的问题可知，需要研究线性方程组的下列几个 问题： 

(1) 线性方程组是否一定有解？有解时，有多少个解？ 

(2) 如何求线性方程组的解？ 

(3) 线性方程组有解时，它的每一个解是否都符合实际问题的需要？（符合实际问题 
需要的解称为可行 解。） 


(4) 线性方程组的解不止一个时，这些解之间有什么关系？ 

本章和第2、3章都是围绕这些问题展开讨论。本章首先来讨论如何解线性方程组。 
例1 求解线性方程组 


^ j VJ 2 3 


2, 


3 ^：! + 4 工 2 + 2x 3 = 9 ? 

- Xi — 5x 2 + 4 工 3 = 10, 


(3) 


[ 2xi + 7x 2 + x 3 = 1. 

分析： 如果我们能设法消去未知量 而，心 ，剩下一个含 工 3 的一元一次方程，那么就能 
求出 X 3 的值。进而得到含 XUX 2 的方程组。类似地，可以求出工 2 ，^的值。所谓消去未 
知量 A ，就是使心的系数变成0。为了使线性方程组的求解方法能适用于未知量很多的 
方程组，用计算机编程序去计算，我们应当使解法有规律可循。今后我们用记号 
② + © • ( — 3) 表示把方程组的第1个方程的（一 3) 倍加到第2个方 程上； 用记号（②，④) 


表示把方程组的第2、第4个方程互换 位置； 用记号③_ +表示用+乘第3个方程。 
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② +① •（ 一 3) 

③ 十① • 1 

④ +① • （一 2) 

(②，④） 


③+② • 2 
④+② • 5 


+ 3x 2 + 


~ 2 j 


— 5 x 2 — : c 3 = 3， 

— 2x 2 + 5而=12， 

x 2 — =— 3. 

「工 1 + 3x 2 十 x 3 = 2, 


工 Z — ^3 = — 3 ， 

— 2 x 2 + 5 j ：3 = 12, 

— 5j: 2 — Xz = 3. 


+ 3 j ：2+ x z ~ 2 ^ 

工2 —工3 3 , 

^ 3 x 3 = 6, 

— 6 x 3 — — 12. 


④十③ 


_ 


③ 




①+③ • （一 1) 
②+③ • 1 


①+② •（ 一 3) 


(Xi + 3jo 


< 


2十工3 


J 0 2 


J 03 

3 jc 3 


2 , 

— 3， 

6, 


(4) 


0 = 0. 


十 3 x 2 + *^3 


x z — Xz =一 3 , 




工3 


(JCi + 3 工 : 


工 2 


0 = 0 , 

= 0, 




工3 


— 1， 


0 = 0. 


「工1 


X2 


一 1， 




(5) 


工3 


0 = 0. 


因此，（3，一1，2)是线性方程组 (3) 的唯一解。 

评注 

[1] 从例1的求解过程可以看出，我们对线性方程组作了三种变换 


o 


把一个方程的倍数加到另一个方程上; 


2°互换两个方程的 位置； 

3°用一个非零数乘某一个方程。 

这三种变换称 为线性方程组的初等变换。 

[2] 在例1中，施行初等变换把线性方程组 （3) 先变成了方程组（4)，像 （4) 这样的方 


1.1 解线性方程组的矩阵消元法 


■ 


_ 


程组 称为阶梯形方程组。 对于阶梯形方程组 （4) 进一步施行初等变换，变成了方程组（5)。 
像 （5) 这样的方程组称 为简化阶梯形方程组 ，从它可以立即看出解是（3, 一 1，2)。 

[3] 不难看出，线性方程组经过初等变换1°，得到的方程组的解集与原方程组的解集 
相等，此时称这两个方程组 同解。 同样容易看出，初等变换2°(或 3°) 把线性方程组变成 
与它同解的方程组。因此 ，经过一系列初等变换变成的简化阶梯形方程组与原线性方程 
组同解。 从而，例1中线性方程组 （3) 有唯一解：（3, 一 1，2)。 

例1的求解过程中，所有的计算都是对方程组的哪些对象进行的？ 

例1的求解过程中，只是对线性方程组的系数和常数项进行了运算。因此，为了书写 
简便，对于一个线性方程组可以只写出它的系数和常数项，并且把它们按照原来的次序排 
成一张表，这张表称为线性方程组 的增广矩阵。 而只列出系数的表称为方程组的 系数矩 
阵。 例如，线性方程组 （3) 的增广矩阵和系数矩阵依 次是： 


「1 

3 

1 

2- 


- 1 

3 

In 

3 

4 

2 

9 


3 

4 

2 

— 1 

- 5 

4 

10 



-5 

4 

_ 2 

7 

1 

1 


_ 2 

7 

1_ 


线性方程组可以用由它的系数和常数项排成的一张表来表示。本章开头讲的配制食 
品的例子，5种原料所含的脂肪、碳水化合物、蛋白质的百分比也可以用一张表来直观清 
晰地显示。许许多多的实际问题，各种各样的数学研究对象都常常可以用一张表来表示。 
因此我们有必要建立一个数学模型来统一深人地研究这种表。 

定义1 由 s • m 个数排成 s 行、 m 列的一张表称为一个 sXm 矩阵 ，其中的每一个数 
称为这个矩阵的_ 个元素 ，第 i 行与第）列交叉位置的元素称为矩阵的“，*/) 元。 

例如，线性方程组 （3) 的增广矩阵的（2,4)元是9，（4,2)元是7。 

矩阵通常用大写英文字母 A ， B ， C ， …表示。一个 sXm 矩阵可以简单地记作 A sXm ， 
它的元记作 AU ;))。 如果矩阵 A 的 （ D ) 元是，那么可以记作 A =(%)。 

元 素全为 0 的矩阵称为零 矩阵， 简记作 0 。 s 行 m 列的零矩阵可以记成 0^< m 。 

如果一个矩阵 A 的行数与列数相等，则称它为 方阵。 m 行 m 列的方阵也称为 m 级 
矩阵。 

本章和第2、3章只围绕线性方程组来研究矩阵，第4、5、6章再深入研究矩阵的运算 
和其他性质。 

利用线性方程组的增广矩阵，我们可以把例1中的求解过程按照下述格式来写。 

例2 求线性方程组 （3) 的解。 

解 


「 1 

3 

1 

2 1 

② + ① • （一 3) 

③ +① • 1 

- 1 

0 

3 

-5 

1 

2" 

3 

4 

2 

9 

④+① •（ 一 2) 

— > 

—1 

3 

—1 

- 5 

4 

10 


0 

— 2 

5 

12 

_ 2 

7 

1 

1 一 


_0 

1 

—1 

— 3_ 
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(②， ©) 




2- 


0 1 — 1 — 3 
0—2 5 12 

0—5—1 3 

rl 3 1 


③+② 
④+② 


「1 

0 




0 0 


0 


④+③ 


♦ 


2 - 


0 

0 


—1 ——3 


0 


0 0 


3 

0 


0 


③ 




-1 

0 

0 


1 

2 1 

— 1 

-3 

3 

6 

— 6 

—12_ 

1 

2n 

一 1 

— 3 


0 


0 0 


0 


0 


②十③ • 1 
①+③ •（一 1) 




「1 

3 

0 

0- 


「1 

0 

0 

3 1 

0 

1 

0 

—1 

① + ② • （一 3 ) 

0 

1 

0 

—1 

0 

0 

1 

2 


0 

0 

1 

2 

_0 

0 

0 

0 

■ • 


一0 

0 

0 

0- 


以最后一个矩阵为增广矩阵的方程组是 


Xi = 6 J 

=— 1 ， 

< a： 3 = 2, 

0 = 0 . 

因此，原线性方程组有唯一解：（3, 一 1，2)。 

评注 

[1] 从上述求解过程看出，我们对线性方程组的增广矩阵施行了三种 变换: 
1°把一行的倍数加到另一 行上； 

2°互换两行的 位置； 

3°用一个非零数乘某一行。 

这三种变换称为 矩阵的初等行变换。 

[2] 在例2的求解过程中，先把增广矩阵经过初等行变换化成了下述矩阵 


0 

0 

0 


0 

0 


3 


0 




0 


像这种矩阵称为 阶梯形矩阵。 它的特 点是: 


(1) 元素全为0的行(称为 零行） 在下方（如果有零行的 话）； 

(2) 元素不全为0的行（称为非 零行） ，从左边数起第一个不为0的元素（称为主 元）， 
它们的列指标随着行指标的递增而严格增大。 

在例2的求解过程中，对阶梯形矩阵继续施行初等行变换，直至化成下述矩阵 
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像这种矩阵称 为简化行阶梯形矩阵 ，它的特 点是： 
a) 它是阶梯形矩阵； 

(2) 每个非零行的主元都是1; 

(3) 每个主元所在的列的其余元素都是 0 。 

[3] 在解线性方程组时，把它的增广矩阵经过初等行变换化成阶梯形矩阵，写出相应 
的阶梯形方程组，进行 求解； 或者一直化成简化行阶梯形矩阵，写出它表示的简化阶梯形 
方程组，从而立即得出解。 

[4] 可以 证明： 任何一个矩阵都能经过一系列初等行变换化成阶梯形矩阵，并且能 
进一步用初等行变换化成简化行阶梯形矩阵。见下面的定理1和推论1。 

定理1 任意一个矩阵都可以经过一系列初等行变换化成阶梯形矩阵。 

证明 零矩阵按定义是阶梯形矩阵。下面考虑非零矩阵，对非零矩阵的行数 s 作数 
学归纳法。 

5—1 时，矩阵只有一 ■行 ，这是阶梯形矩阵。 

假设 s — 1行的矩阵都能经过初等行变换化成阶梯形矩阵，下面看 s 行的矩阵 A ， 它 
的 （ i ， j ) 元用^表示。 

如果 A 的第1列元素不全为0,那么互换两行位置可以使矩阵的（1，1)元不为0,因 


此不妨设 A 的 ( W ) 元“，把 A 的第 i 倍加到第 2 行，第丄 ㈣ ―，加 


到第3乐…’第1 ㈣ 一 ^倍加 到第心 变成下述矩阵 B : 


a u 

0 

B = 


^12 


_ ^21 
“22 — ^12 
an 



<^\n 

^21 

一 —〜 
dll 


o a $2 — 一 a u … a sn — 一 a ln 

N J 

把 B 的右下方的 G — l ) X ( n —1) 矩阵记作氏。 

如果 A 的第1列元素全为0，那么考虑 A 的第2列。若 A 的第2列元素不全为0, 
不妨设_关0,把 A 的第1行的适当倍数分别加到2，3, …， s 行上，可以把 A 变成下述 
矩阵 C : 


C 


「0 
0 


ai 2 


0 


^13 


^22 

^23 — 卩13 

Cl \2 



f 


0 0 a j3 — — a i3 … a sn — — a u 

<212 ^12 
、 ) 

把矩阵 c 的右下方的 G — I ) x(n — 2) 矩阵记作 G 。 

如果 A 的第1、2列元素全都为0,那么考虑 A 的第3列，依次类推。 

由于氏 ， G ，…都是 5-1 行矩阵，根据归纳假设，它们可以经过初等行变换分别化成 



_ 


第 1 章线性方程组的解法 


阶梯形矩阵 Ji ，/ 2 , 


o 


因此 A 可以经过初等行变换化成下述形式的矩阵之一 


^11 <^12 


<^\n 


d\2 ^13 


din 



J 2 


这些都是阶梯形矩阵。 

根据数学归纳法原理，对于任意正整数行非零矩阵都可以经过初等行变换化成 
阶梯形矩阵。 

推论1任意一个矩阵都可以经过一系列初等行变换化成简化行阶梯形矩阵。 

证明据定理1，任一矩阵 A 可以经过一系列初等行变换化成阶梯形矩阵 J 。 把 J 
的每个非零行乘以一个适当的非零数，可以使每个非零行的主元变成1。然后把最后一 
个非零行的适当倍数分别加到它上面的每一个非零行上，可以使最后一个主元所在列的 
其余元素变成0;接着对倒数第二个非零行做类似的工作，可以使倒数第二个主元所在列 
的其余元素都变成0;依次下去，最后把第二行的适当倍数加到第一行上，可以使第二个 
主元所在列的其余元素都变成0,从而得到一个简化行阶梯形矩阵。 


不范 

例 3 解线性方程组 


Xi 


了 1 


x 2 + x z 


2 ^'3 


1， 

3, 


2xi — 2x 




解 


1 _ 1 1 

1 —i -i 

2 _ 2 — 1 


② 十① • （一 l ) 

③ 十① •（一2) 


— 1 


-2 2 
-3 1 


—1 


1 -1 


_ 1 ③+② • 3 


一 3 


— 1 
— 2 


写出最后这个阶梯形矩阵表示的线性方 程组: 


Xi 


Xz X% = 1 ， 


工 3 




一1， 

— 2 . 


Xi ，: c 2 ，: c 3 无论取什么值都不能满足第3个方程:0 = — 2,因此，原线性方程组无解。 


例 4 解线性方程组 


Xl 


义1 


JCz + 工3 ~ 1， 


OC 2 — X 3 


3, 


2xi — 2xz _ Xz 
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「1 

— 1 

1 

In 

②十 ① • 

(- 1 ) 

「1 

一 1 

1 


1 

- 1 

— 1 

0 

③+① ， 

(- 2 ) 

0 

0 

— 2 

2 

o 



_2 

-2 

- 1 

5 _ 



_0 

0 

— 3 

3 _ 


② 




「1 

—1 

1 1 ] 


「1 

一 1 

1 

In 




③ + ② • 3 





0 

0 

1 — 1 

-> 

0 

0 

1 

-1 

_0 

0 

-3 3 


_0 

0 

0 

0 


①屮② • （一 1) 




- 1—10 
0 0 1 

0 0 0 


2, 


0 


最后这个简化行阶梯形矩阵表示的线性方程组是 

(Xi — jc 2 — 2 , 


工3 = 一 1， 


L o = o . 

从第1个方程看出，对于心每取一个值 c 2 ，可以求得心=^十2,从而得到原方程组的一 
个解 ：（ c 2 +2， c 2 , 一 1)。由于可以取任意一个数，因此原方程组有无穷多个解。我们可 
以用下述表达式来表示这无穷多 个解： 


(JOi = + 2 ， 

1^3 — ~ 1 . 

这个表达式称为原线性方程组的 一般解 ，其中以主元为系数的未知量：^ ， x 3 称为主 变置， 
而其余未知量工2称为自 由未知量。 一般解就是用含自由未知量的式子表示主变量。 

评注 

[1] 从例3看出，把线性方程组的增广矩阵经过初等行变换化成阶梯形矩阵，如果相 
应的阶梯形方程组出现“0 =以其中^是非零数）”这样的方程，则原方程组无解。从例1 
和例4,我们猜想 ：如果 相应的阶梯形方程组不出现 “0 = d ( 其中^/关 0)” 这种方程，则原方 
程组有解。在 1.2 节将证明这个猜想是正确的。 

[2] 例2的阶梯形矩阵的非零行个数为3,与未知量个数相等。例4的阶梯形矩阵的 
非零行个数为2,小于未知量的个数。由此 猜想： 在线性方程组有解的情况下，它的增广 
矩阵经过初等行变换化成的阶梯形矩阵中，如果非零行的个数等于方程组的未知量个数， 
则原方程组有唯 一解； 如果非零行的个数小于未知量的个数，则原方程组有无穷多个解。 
在 1. 2节将证明这个猜想也是正确的。 

[3] 线性方程组有解时，把阶梯形矩阵经过初等行变换进一步化成简化行阶梯形矩 
阵，则可以立即写出原方程组的唯一解或者无穷多个解。 

小结 

用矩阵的形式来求解线性方程组的过程显得简洁。用矩阵消元法解线性方程组的步 
骤如图 1-1 所不。 

线性方程组的增广矩阵经过初等行变换化成的阶梯形矩阵，如果最后一个非零行的 
主元在最后一列，那么相应的阶梯形方程组出现“0 = ^(其中^是非零数）”这样的方程， 
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1-1 


这个方程无解，从而阶梯形方程组无解，于是原方程组无解。 


. 1.2 典型例题 


例 


解线性方 程组: 


3j：i — Sx 2 + j ：3 + 5j: 


4 




— 2 jo \ 


X \ — 3 x 2 一 2 o ：3 

x t 一 4 x 




Xi + Ax 


2 


3 1 工 4 

工 3 — 3 jc 4 


0, 


12 , 


2. 


解 


3 


1 


5 


0 


-2 


② 十① •（一3) 

③ +① • 2 
④+① • 1 


— 3 — 2 — 1 

1 — 4 1 

4 — 1 —3 

a -3 
0 1 


12 


(①，@) 


★ 


——3 — 2 


3 - 


一 2 


1 —4 


5 

1 


0 

12 


一 1 


一 2 — 1 




7 


8 -18 


0 

0 


——5 一 8 — 1 


一 3 


4 


0 

8 


4 一 1 —3 

rl —3 


③ +② • 5 

④ +②- (-1) 




0 

0 


0 


<1 -3 -2 — 


③ 




0 

0 

0 


0 

0 


④ + ③ •（一10) 




0 


7 

9 

-10 

-3 

1 


8 一 18 


13 

12 

2 

7 


③+④ 




30 
26 
1 6 
8 -18 


0 0 

<1 -3 —2 

0 17 

0 0—1 


0 — 1 


③+④ • 1 
②十④ • （一 8) 
①+④ • 1 


★ 


0 

0 0 0 - 
1—3-20 
0 1 7 0 

0 0 10 


1 

22 


— 4 
66 


③ 

④ 


0 


(- 1 ) 


0 —10 —12 


22 


♦ 


0 

0 

0 


1 

0 


0 


0 


0 


— 3 


②十③ •（一7) 
①+③ • 2 


0 

0 

0 


0 

— 300 
10 0 — 

0 1 0 

0 0 1 — 


一 2 

— 1 

6 

7 

8 

一 18 

27 

39 

一 90 

-10 

- 12 

. 26 

— 1 

6， 


8 

—18 


1 

— 4 


-12 

26. 


-2 

-1 

6, 

7 

8 

-18 

1 

一 1 

4 

0 

1 

— 3 
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奉 


.1 0 0 0 2 > 

① + ② • 3^ 0 10 0—1 

0 0 10 1 

0001-3 

V J 

因此原线性方程组的解是 （2 ， 一 1，1， 一3) 。 

点评： （1) 记号“②十① • （一 3)” 表示把第1行的一 3倍加到第2行上，此时第1行 
不变，第2行才变化。我们约定把矩阵的初等行变换的记号写在箭头的上方。由于经过 
初等行变换，一个矩阵变成了另一个矩阵，因此只能用箭头而不能用等号连接两个矩阵。 
(2) 为了尽量避免分数运算，例1的解题过程的第1步把矩阵的第1、2行互换位置， 

使“左上角”元素为1;第4步把第 3 行乘以+，接着第5步把第4行的1倍加到第3行 


上，使第3行的“左上角”非零元为一 1。 

( 3 )例1的解题过程的第6步得到了阶梯形矩阵。为了进一步化成简化行阶梯形矩 
阵，首先把第 3、4 行的主元变成 1， 然后使第 4 行的主元所在的列的其余元素变成 0, 这只 
要依次将第 4 行的适当倍数加到第 3、2、1 行上； 接着使第 3 行的主元所在的列的其余元 
素变成 0, 这只要依次把第 3 行的适当倍数加到第 2、1 行上； 最后把第2行的适当倍数加 
到第1行上，可以使第2行的主元所在列的其余元素变成0,化成了简化行阶梯形矩阵。 
从 简化行阶梯形矩阵表示的线性方程组可以立即得到原线性方程组的解（2, 一 1，1，一3)， 
这个解正好是简化行阶梯形矩阵的最后一列（写成行的形式）。 

例2 解线性方 程组： 


f 


2j：i — 3x 


5 x 


4 


— 3xi 


2 丁 工 3 

x 2 + 2 x 3 — 


6 , 


Xi — 2 x 2 + 3 x 


3 


x A 


— 2 . 


解 

2 

3 


2 — 4 


5 


—1 — 2 3 

② + ① •（ _ 3 ) 

③ +① • 2 


(①，③） 




-1 -2 
— 3 1 

2 — 3 


2 -4 

1 5 


— 2 , 
5 




r - 1 

0 

— 2 

7 - 

3 

— 7 

1 

-7 

-2] 

11 

③ + ② • l 
- 

r -1 

0 

- 2 

7 

3 

— 7 

1 

- 7 

— 2 1 

11 

0 

V. 

— 7 

7 

7 

2 

j 


0 

0 

0 

0 

13 

J 


相应的阶梯形方程组的第3个方程为“0=13”，因此原线性方程组无解。 
例3 解线性方 程组： 


( 2x\ + jc 2 — 3jc 3 十 5x 4 — 6 ^ 

J — 3 jCi - f - 2 x z + — 4 x 4 = 5 f 

— X ： + 3 x z — 2 x z + x 4 = 11. 
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解 


「21—3 5 

-32 1-4 

一13—2 1 




(①，③） 

- > 


11 


r — 1 

-3 

2 



1 11 ^ 
4 5 




③+① 


(-3) 

- 1 

3 -2 

1 

11、 


「 一 1 

3 

-2 

1 

11、 

2 





③ + ② • l 






- ^ 

0 

— 7 7 


— 28 

-^ 

0 

— 7 

7 

—1 

— 28 


0 

7 —7 

7 

28 

> 


0 

V 

0 

0 

0 

0 


① 

② 


(- 1 ) 


1 X 

rl 

— 3 

2 

-1 

— 11] 


a 

0 

— 1 

2 

1] 

7 ) 






①② • 3 







0 

1 

— 1 

1 

4 

- ► 

0 

1 

—1 

1 

4 


0 

N. 

0 

0 

0 

0 

} 


0 

V 

0 

0 

0 

0 


原线性方程组的一般解是 


jCi = x 3 — 2而十 1， 

x 2 = J 0 3 — x 4 + 4_ 


( 6 ) 


其中 a ，％ 是自由未知量。 

点评： 从最后的简化行阶梯矩阵可以直接写岀一般解 （6) 式，但是要注意把自由未知 
量的系数变号（因为在一般解中需要把含自由未知量的项移到等号右边）。 

例4 一个投资者将10万元投入给三家企业 A ， A 2 ， A 3 ，所得的利润率分别是10%， 
12%，15%。他想得到 1.3 万元的利润。 

(1) 如果投给义 3 的钱等于投给 A 与八 2 的钱的和，那么应当分别给 A ， A 2 ， A 3 投资 
多少？ 

(2) 可不可以投给 A : 的钱等于投给烏的2倍？ 

解 设投给 A : ， A 2 ， A 3 的钱分别为 ， x 2 ，: t 3 (万元）。 

(1) 由题意，得 


整理，得 


: xi + + x 3 = 10 ， 

J X 3 = Xi + x 2 » 

+ 12% x 2 + 15% x 3 - 1. 3. 

( x \ + x z + Xs =10, 


J Xi + x z — x 3 = 0 ， 
、10 xi 十 12 x 2 + 15 j : 3 = 130. 


r 1 

1 

1 

10、 


「1 

1 

1 

10、 

1 

1 

-1 

0 

- ► 

0 

0 

-2 

—10 

10 

12 

15 

130 

> 


0 

2 

5 

30 

J 


rl 

1 

1 

10' 


a 

1 

0 

5、 

0 

1 

2. 5 

15 

-> 

0 

1 

0 

2. 5 

0 

0 

1 

5 

> 


0 

0 

1 

5 

j 
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「1 0 0 2. 5^ 

——>010 2. 5 . 

0 0 1 5 

原线性方程组的解是 （2. 5,2. 5，5)。 

因此投给烏 ， A 2 ， A 3 的钱应分别为 2. 5万元， 2. 5万元，5万元。 
(2) 由题意，且整理得 


( x 1 + 


x 2 + 工 3 = 10, 

— 2工3 = 0， 


IOjCi + 12 jo 2 + 15 j : 3 = 130. 


r 1 

1 

1 

10] 


[1 

1 

1 

10、 

1 

0 

-2 

0 

_ - ， 

0 

— 1 

— 3 

—10 

10 

12 

15 

130 

J 


0 

V . 

2 

5 

30 

r 




1 1 1 10 i 

0 —1 — 3 —10 

0 0—1 10 




111 10 
0 13 10 

0 0 1 — 10 


(1 

1 

0 

20、 


[1 

0 

0 

— 20' 

0 

1 

0 

40 

- ^ 

0 

1 

0 

40 

0 

V 

0 

1 

—10 

> 


0 

0 

1 

一 10 

J 


V ， 、 / 

原线性方程组的解是（一 20,40, 一 10)。 

投给 Ai 的钱为一20万元，这与实际问题不相符。因此投给 A , 的钱不能等于投给 
A 3 的钱的2倍。 

点评： （1) 从例 4 的第 （2) 小题看到，线性方程组虽然有解，但是它不符合实际问题的 
需要。我们把符合实际问题的解称为可 行解。 

(2) 关于投资问题，不仅要考虑利润率，还要考虑所承担的风险。譬如，例 4 中，虽然 
投给 A 3 的利润率最髙，但是如果投给 A 3 的风险太大，那么不应投给八 3 太多。 


习题 1. 1 


1. 解下列线性方 程组： 

( 1 ) r xi — 3 x 2 — 2 x ^ 3, 

^ — 2xi Xz — 4x3 — — 9 ， 

— -Tl + 4工2 —工3 = — 7 ； 


(3) 


xi — 3sc 2 — 2x3 — 工 4 = 6 ， 

3xi — 8*r 2 + 工 3 十 5j ：4 — 0, 

2 xi + x 2 — 4 x 3 + — — 12 > 


一 X \ + 4 j ：2 —工3 — 3工4 



(2) r xi 十 3x 2 +2jc 3 = 1 ， 

2xi + 5x 2 + 5x 3 = 7 ， 

3 xi + 7工2 + j ：3 — — 8， 

— xi — Ax z + x z = 10 ； 

(4) r x 1 + 3x 2 — 7 ocz =—8 ， 

2 xi + 5 工 2 + 4j: 3 = 4 ， 

— 3x\ — 7xz — 2 jz ：3 = — 3 ， 

Xi + 4x2 — 12 j ：3 = — 15 ； 
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(5) 


"Xi — 2x 2 + 3x 3 — 4jt 4 = 4, 

工 1 + 工 2 —工 3 + joa — 一 11 ， 




Xi + 3x 


2 



x 4 



7jo 2 ~h 3j: 3 + Xa — 一 3* 


2. 一个投资者将 1 万元投入给三家企业，所得的利润率分别为12%, 
15%，22%。他想得到 2000 元的利润。 

(1) 如果投人给 A 2 的钱是投给 Ai 的2倍，那么应当分别给 Ai ， A 2 ， A 3 投资多少？ 

(2) 可不可以投给 A 3 的钱等于投给 A 与 A 2 的钱的和？ 

3. 解下列线性方 程组： 


( 1 ) r 2xi — 3 x 2 + JC 3 + 5x a ~ 6 ? 

J— 3x! + x 2 + 2x 3 — 4x 4 = 5 ， 

— a：i — 2j ：2 ~h 3x3 + *x：4 — 11; 


(3) r Xi — 5j: 2 — 2x 3 =4 ， 

2o：i — 3 j: 2 + A = 1 ， 

< 一 xi + 12x 2 + 1 x z =— 5 ， 
Xi + 16 j ：2 + 13 jt 3 — 1. 


(2) r x x 一 5 x2 — 2 x 3 = 4 ， 
2xi — 3j ：2 + 工 3 = 7 ， 

^ — Xi + 12x 2 十 7x 2 = — 5 ， 
Xi + 16x2 + 13 j ：3 = — 1 ； 


1.2 线性方程组的解的情况及其判别准则 


1.2.1 内容精华 


«元线性方程组的解的情况有哪几种可能？如何判别？ 

由于经过初等变换得到的方程组与原方程组同解，并且任一矩阵可以经过一系列初 
等行变换化成阶梯形矩阵和简化行阶梯形矩阵，因此只讨论阶梯形方程组的解的情况及 
其判别准则。 

设阶梯形方程组有 n 个未知量，它的增广矩阵 J 有 r 个非零行， J 有 n + 1 列。 

情形1阶梯形方程组中出现 “0 = ^( 其中 d 是非零数）”这种方程，则阶梯形方程组 
无解。 

情形2阶梯形方程组中不出现“0 = ^(其中 d 是非零数）”这种方程，此时它的增广 
矩阵 J 的最后一个非零行的主元不能位于第 n + 1 列，因此（由于/有 《 + 1 列，各个 
主元位于不同列，因此 r < n + l 0 假如 r = W + l ， 则/的第 tz + 1 个主元位于第 n + 1 列，矛 
盾）。把 J 经过初等行变换化成简化行阶梯形矩阵 h ，则久也有 r 个非零行，从而1有 
「个主元。 

情形 2. 1 r = n a 

此时 Ji 有 n 个主元。由于 L 有 n 十1列，且第72个主元不在第 n + 1 列上，因此久 


_ 2 线性方程组的解的情况及其判别准则 


_ 
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的/2个主元分别位于第1，2,…， n 列。从而尸必 形如： 

'1 0 … 0 0 Ci ' 

0 1 … 0 0 c 2 

• _ _ ■參 

_ _ 參 ■参 

• m 署暑參 

0 0 … 1 0 c„-i 

0 0 … 0 1 c „ 

0 0 — 0 0 0 

拳拳 « # m 

攀 9 孀 • _ 

畢 _ 镛 》 ■ 

0 0 … 0 0 0 

V j 

因此阶梯形方程组有唯 一解： 

情形 2. 2 r < n 0 

此时 Ji 表示的线性方程组有 r 个主变量 Xi ，: r j 2 ，，从而有 w — r 个自由未知量 
^ (1 ，…，把含自由未知量的项移到等号右边，且省略写“0 = 0”这样的方程，得 

H = bnx h +»*+ b Un - r x t ^ 

A = b 2l Xi H - \-b 2 ^ n - r Xi +d z t m 、 

<21 ” (1) 

章攀鲁 《#• «拳_ 攀 _•« 

、工 3 = b rl x t H - h b r , n - r Xi + d r . 

v J r 1 n—r 

从 （1) 式看出，自由未知量 A ，…，:^ 取任意一组值，都可求出主变量 工1 ，％ ，…， ％的 

1 W ^ La K 

值，从而得到方程组的一个解。由于有理数集（或实数集，或复数集）有无穷多个数，因此 
方程组有无穷多个解。 

综上所述，我们证明了下面的定理： 

定理 1系数为有理数（或实数，或复数）的〃元线性方程组的解的情况只有三种可 
能： 无解，有唯一解，有无穷多个解。把 n 元线性方程组的增广矩阵经过初等行变换化成 
阶梯形矩阵，如果相应的阶梯形方程组出现“0 =以其中 d 是非零数）”这种方程，那么原 
方程组 无解； 否则，有解。当有解时，如果阶梯形矩阵的非零行数目 r 等于未知量数目 n ， 
那么原方程组有唯 一解； 如果 r < n ， 那么原方程组有无穷多个解。 ■ 

如果一个线性方程组有解，那么称它是相 容的； 否则，称它是不相 容的。 

线性方程组解的情况的判定，以及有解时求解方法如图 1-2 所示。 

上述解线性方程组的方法称 为高斯 （ Gauss ) —约当 （ Jordan ) 算法。 

常数项全为 0 的 线性方程组称 为齐次线性方程组。 （0,0, …， 0) 是齐次线性方程组的 
一个解 ，称为零解 ； 其余的解（如果有） 称为非零解。 从定理1的前半部分可知 ，如 果一个 
齐次线性方程组有非零解，那么它有无穷多个解。从定理1的后半部分 可知： 

推论 1 rz 元齐次线性方程组有非零解的充分必要条件是：它的系数矩阵经过初等 
行变换化成的阶梯形矩阵中，非零行的数目 r < n 0 ■ 

从推论1的充分性可 得出： 

推论2 n 元齐次线性方程组如果方程的数目 s 小于未知量的数目《，那么它一定有 
非零解。 
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图 1-2 

证明 把〃元齐次线性方程组的系数矩阵经过初等行变换化成阶梯形矩阵，它的非 
零行的数目，因此齐次线性方程组有非零解。 ■ 


1.2.2 典型例题 


例1 a 为何值时，线性方程组 

， 3 jCi + X 2 —工 3 — 2 j ：4 — 2， 

Xi — 5工 2 十 2 x z -\- = — 1， 

2xi + 6 x 2 — 3jc 3 — 3j: 4 = a 1 9 

— Xi — 1 \x 2 十 5 jc 3 十 4:4 = — 4 

有解？当有解时，求出它的所有解。 

解 


「3 

1 

— 1 

— 2 

2" 


「 1 

- 5 

2 

1 

— 5 

2 

1 

—1 

(①，②） 

- > 

3 

1 

一 1 

2 

6 

— 3 

-3 

a + 1 


2 

6 

一 3 

— 1 

-11 

5 

4 

-4_ 


-1 

—11 

5 


②+① •（一3) 

「1 

— 5 

2 

1 

-In 

③+① • （一 2) 

④+① 

0 

16 

p 

— 7 

-5 

5 


0 

16 

一 7 

— 5 

a + 3 


0 

— 16 

7 

5 

— 5 


—1 
— 3 


— 1 - 
2 

d 1 

-4 


• 2 线性方程组的解的情况及其判别准则 
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——5 


③+② •（ 一 1) 
④+② 


1 — 1 


16 — 7 — 5 


原线性方程组有解当且仅当 a — 2 = 0,即 a 


此时再施行初等行变换化成简化行 


阶 梯形: 


— 5 


16 —7 -5 


__ 3 _ 9 9 

~ 16 _ 16 16 

— _ A A 
_ I6 "~I6 16 


因此原方程组的一般解是 


工1 


O | ^ f y 

- x ,+- x 4 +-. 


工 t 


16 


x 3 


O I o 

16 X4 16 ? 


其中 x 3 ， a ： 4 是自由未知量。 


例 2 对于 a 的取值，讨论下述线性方程组的解的情况 


了1 


O 0 Z 


2 x y + x 2 


工3 


CU ：3 


3, 

9, 


X\ — 2x 2 — 3 j : 3 —— 6 


解 


一 2 — 3 — 


0 — 1 一 a — 2 3 

0 ——3 ——4 ——9 


——^ 0 1 a + 2 — 3 . 

0 0 3 a 十2 — 18 

^ j 

从最后这个阶梯形矩阵看出，原线性方程组无解当且仅当 3 a + 2 = 0, 即 a 


当 a 乒一令时， 3 a + 2 关0。从而阶梯形矩阵的非零行数目为3,它等于未知量的数目 


o 


此时原线性方程组有唯一解。 

例 3 在平面内三条直线分别为 

1\ : x + 3? = l ； h : 


3 x — 1; Z 3 : 4 x — 10 y = — 3 


a) 上述三条直线有没有公共点？有多少个公共点？ 

(2) 改变直线的方程中某一个系数，得到直线 z 4 的方程，使得 ha 2 a , 没有公 


共点。 



1.2 线性方程组的解的情况及其判别准则 
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「1 

1 

1 

10 ' 



1 

1 

0 

5 ' 

> 

0 

1 

2. 5 

50 Z — 50 

— 

- ► 

0 

1 

0 

50 Z —62. 5 


0 

、 

0 

1 

5 

• 



0 

V 

0 

1 

5 


1 

0 

0 - 

- 50/+ 67. 

5] 






> 

0 

1 

0 

50 Z -62. 5 

_ 






0 

0 

1 

5 








因此原线性方程组有唯一解: 


(— 50/+ 67. 5, 50Z — 62. 5, 5). 

由于投给 AuA 2 的钱应当大于或等于0,因此总利润 Z 应满 足: 


厂 50 Z + 67.5 >0， 

( 50 Z -62. 5 >0. 

解得，1.25</<1.35。即总利润的最大值为 1.35 万元，最小值为 1.25 万元。 
当 Z = l . 35时， 一50 XI . 35 + 67. 5 = 0, 50 X 1. 35 — 62. 5 = 5。 


因此投给的钱分别为0,5,5(万元）时，总利润达到最大值 1.35 万元。 

点评： （1) 直观上看，由于投给 A 2 的利润率高于投给 A 1 的利润率，因此当不给八 
投资时，将达到最大的总利润。由于前提条件是： c 3 =心+工 2 ，因此当 a =0时，有 
工3 =工2 ， 又由于 A + x 2 十 : c 3 = 10 ， 因此: c 3 = ：1： 2 = 5。 即投给 Ai ， A 2 , A 3 的钱分别为 0,5, 
5( 万元）时，总利润达到最 大值： 12% X 5 + 15% X 5 = 1. 35( 万元）。 

(2) 投资问题不能只考虑利润率，还应当考虑风险。例如，虽然企业 A 3 承诺利润率 
为15%，但是万一 A 3 破产了，不仅利润率15%兑现不了，而且有可能连投给 A 3 的本金 
也归还不了。所以不能盲目地看哪个利润率高就把钱投资给谁。 

例 S 下述齐次线性方程组有无非零解？若有非零解，求出它的一般解。 


解 




0 

0 

0 






(2xi — xz + 5 j : 3 — 3 x 4 
Xi — 5 j : 2 + + 2 x 4 

3 工 1 — 4jc 2 + 1 xz — x 4 
9 xi — 1 x z + 15 j : 3 + 4 jc 4 


0 , 

0, 

0, 

0. 


「2 

1 

-1 

— 5 

5 

3 

— 3, 

2 

(①，②） 

④+③ • （一 3) 

「1 

2 

— 5 

—1 

3 

5 

— 3 

3 

4 

7 

- 1 


3 

— 4 

7 

—1 

9 

V 

— 7 

15 

4 

> 


0 

V 

5 

— 6 

7 

J 


-5 


一 1 -7 


11 — 2 


7 

7 


② + ④ •（一2) 
③+④_ (- 2 ) 




-5 


0 一 1 


11 


0 

0 


1 10 


5 


2 

— 21 
— 21 
7 


3 


0 

—1 

11 

-21 

0 

0 

21 

— 42 

0 

0 

49 

-98 




-5 


3 


0 

0 

0 


1 — 11 

0 1 

0 1 


21 



_ 


22 




第 1 章线性方程组的解法 



0 

0 


0 

V 



0 

0 


5 3 2 

1-11 21 
0 1—2 

0 0 0 



0 

0 

0 


— 5 0 

1 0 
0 1 
0 0 


8〕 

1 

2 

0 


[0 0 0 0J 

由于阶梯形矩阵的非零行数目3小于未知量数目4,因此原齐次线性方程组有非零 
解。它的一般解是 


rX \ - 

=— 3x 

■^ 工 2 = 

= 工 4 ， 


— 2x4 ， 


其中七 是自由未知量。 


习题 1. 2 


1. a 为何值时，下述线性方程组有解？当有解时，求岀它的所有解。 




工 1 


4 x ? + 2x 


Xl + llx 


x 3 



3 xi — 5 x 2 + 7 x 3 — cl . 


2. a 为何值时，下述线性方程组无解？ a 为何值时，此方程组有唯一解? 


「十 X 2 + 工 3 = 3 ， 

■< ； 工 1 + 2j^2 CUC 3 9 ^ 

2 xi — x z + 3 jc 3 =6. 

3. (1) 下述线性方程组有无解？有多少个解？ 

f JC+ y~ 1 , 

J x — — 1， 

10 a: — 4^y— 3. 

(2) 改变第 （1) 小题的方程组的一个方程的某一个系数，使得新的方程组没有解。 

4. a 为何值时，下述线性方程组有解？当有解时，求它的所有解。 




Xi + Xz + 而 + X 6, = — 7 f 

x \ + 3 x 3 —工4 = 8， 

: Ti 十 2x2 — 工 3 十 X4 — 2a + 2 ， 
3工1 十 3 x 2 十 3 a : 3 十 2 x 4 — _ 11， 

2j：i + 2j ：2 ~h 2 工 3 + 工 4 = 2a. 


5. 当 r 与^取什么值时，下述线性方程组有解？当有解时，求它的所有解。 



L 3 数域 
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^：1 + 工 2 + 工 3 + 工 4 + X 5 = 1^ 

3X! + 2x z + JC 3 十工 4 — 3 工 5 = C ， 

x z + 2 x 3 + 2工 4 + 6 x 5 = 3， 

5 工 1 十 4x 2 + 3x 3 + 3 工 4 — x 5 = d w 

\ 

6. 是否存在二次函数 y = a : r 2 +te + c ， 其图像经过下述4 个点： P (1 ， 2)， Q ( — 1， 3) ， 
M ( — 4,5)， iV (0,2)? 

7. 下列齐次线性方程组有无非零解？若有非零解，求出它的一般解。 

(1) ( 3jci — 5jc 2 + X3 — 2jc 4 = 0 ， 

2x\ + 3 工 2 — 5x 3 + = 0, 

< 

工 1 H - 7 JC2 4*3^3 ~\~ 3 工 4 0 ， 

4x ! 十 15x2 — 7 ： C 3 + 9 J：4 = 0 ； 

(2) r 5xi — 2x 2 + 4 工 3 — 3x A — 0 f 

J — 3xi + 5x2 — x 3 + 2 x 4 — 0, 

JCl — 3 工 2 + 2a：3 + J：4 — 0. 

8_ —个投资者将1万元投入给三家企业义^八^八^所得的利润率分别是12%， 
15%，22%。如果他投人给 A 3 的钱等于投给 A : 与 A 2 的钱的和，求总利润 K 千元）的最 
大值和最小值，此时分别投给八： ， A 2 ， A 3 各多少千元？ 


1.3 数 域 


1.3.1 内容精华 

把线性方程组的增广矩阵经过初等行变换化成简化行阶梯形矩阵时，需要做加、减、 
乘、除四种运算。为了不影响线性方程组的求解，所考虑的数集应当对加、减、乘、除四种 
运算封闭，即该数集内任意两个数的和、差、积、商（除数不为 0) 仍属于这个数集，由此受 
到启发，需要引出数域的概念。 

定义1 复数集的一个子集 K 如果 满足： 

(1) o , iex ； 

(2) a ， b6 K azizb ， ab6 K ， 

且 6 弇 0 => 

b 

那么，称 k 是一个 数域。 

定义 1 的条件 （1): “0，16 ic ” 可以减弱成 “16 K ”， 这是因为从条件 （2) 可得： 由于 
ieK ， 因此 0 = 1 —16 K 。 明确写出 “0，16 K ” 是为了指明 K 中包含关于加法的单位元0 
和关于乘法的单位元1。 
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有理数集 Q , 实数集 R ， 复数集 C 都是 数域； 但是整数集 Z 不是数域，因为 Z 对于除 
法不封闭。 

任一数域都包含有理数域，即有理数域是最小的数域。 

命题1任一数域都包含有理数域。 

证明设 K 是一个数域，则 0，16 K 。 从而 

2 = 1 + 16 K ，3 = 2 + 1 G K , ••• ,n = (n — 1)+1 G 
即，任一正整数 neK ， 又由于 

_ 72 = 0 一 71 G K , 

因此任一负整数一从而 ZGK ， 于是任一分数 

K (其中 6^0), 

b 

因此， QGiC 。 ■ 

由定义1可知，复数域是最大的数域。 

在讨论线性方程组有没有解时，都是在一个给定的数域 K 里讨论，称“数域 K 上的 
线性方程组”。 

在讨论矩阵的问题时，也是在一个给定的数域 K 里进行，称“数域 K 上的矩阵”。例 
如，在做矩阵的初等行变换时，“倍数”、“非零数”都是 K 里的数。 

1.3.2 典型例题 


例 1 令 Q ( V ^) = {a + 6 V ^ k ，6 eQ }， 证明 <2(#)是一个数域。 

证明 0 = 0+0 V ^ GQ ( V ^)，1 = 1 + 0 V ^ GQ ( V ^)。 
iSi a — a~\~b \ f 2 , 十，则 

a ±0 =(a + 6 v^)±(c + dv ^) = ( a ± c ) + (6± d ) v ^ eQ ( V ^)， 

ap = (a+6 v^) (c + 6? v^) — (ac + 26ii) + + Q(V^) 。 

设卢古0，则 Cjd 不全为0,从而 c ~ d # 0 ( 否则 ， c = #，于是 d ^ O , 由此推出 
矛盾）。因此有 


a_ _a + b^2 = (a + 6V2)(c-^V2) 
艮 c -\- d -J2 (^c -\- d V2^) (c — d V2^) 


(ac — 2bd ) ~h ibc — ad ) y/2 

2d 2 


ac — 2bd 
c 2 _ 2d 2 



V 2 e Q ( V 2). 


综上所述得出 ， Q ( V ^) 是一个数域。 

点评： 从例 1 看到，数域不仅有 Q ， R ， C ， 还有 Q (^) 等。 


■ 


补充题一 
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例2令 


£:是数域吗？ 
解由于 



a 0 +…丌 
^0 + ^ l 7 C 


fbojbi ^ Z \ 9 


丄 + ■ 1 = - 1 + 2 ^ = 1.. + 2 兀 ^ E 

7C 丁 1+71 7t(l+7t) 7C + 兀 2 & ’ 

因此£不是数域。 

思考： 从例2的解题过程能否看出，对集合 E 的元素做怎样的修改，得到的数集是一 
个数域呢？ 


习题 U 3 


1. 令 Q(D = {a + bi \ a , beQ } ，证明 Q(i) 是一个数域。 

2 , 令 


F 


cip + fli e + …+ <2„e n 
办 o + e + + b m e m 


/ z 、 m 为任意非负整数 ， e z 

0 ^ i ^ rij 0 j ^ m Q 


证明 F 是一个数域，其中 e 是自然对数的底。 



补充题一 


1. 解线性方 程组： 

<(1 +aOxi + x 2 + x 3 - + = 6i , 

J：i + (1 +a 2 )x 2 +x 3 H - + x n ^ b 2 f 

• •嫵 • • • ••• •■糠 «»響 

J：i + 工 2 + 工 3 + … + (1 + a n )x n = b n , 

其中4#0，纟=1，2,…，/2,且丄+丄十…+丄# — 1* 

Cl \ U 2 d n 

分析： 如果写出增广矩阵进行初等行变换化成简化行阶梯形，由于系数含有字母，做 
起来比较麻烦。于是换一个思路，观察每个方程的特点，发现第 i 个方程的左端为 （A + 
x 2 +… + x „) 。如果能够先求出 a +* r 2 + … + x „ 的值，那么就容易求出：的值。 

解 令: v = a +： c 2 十…+〜，则原方程组可以写成 

f y + aiXi ― bi , 
y ciz Xz m= in ， 

y + a n x n = b n . 

由此得出（已知〜 # CM = 1，2, …， w ) 
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第 1 章线性方程组的解法 


X\ 


b\ — y 

di 


工 2 



= W — y 
a 2 


b 


x 


n 


y 


n 


a 


n 


把这 n 个式子相加，得 


y 


^L + h 

di 


m m m 


+ X 、 — / — + — -十上 


a 


n 


cii a 2 


a 


y 


71 


由已知条件可看出上式是 ^ 的一元一次方程，记 


S 




1 + ——+ — + ••• + ——， 
ai a 2 a n 


解上述一元一次方程，得 




1 V ^ 

s a , * 


于是 


b 


n 


b 


X 


ai 


1 ， 2 ，…， n 


这已经求出了原线性方程组 的解。 

点评： 从此题的解法看出，要学会运用辩证法，具体问题具体分析。我们既要掌握解 
线性方程组的 通法： 高斯一约当算法，又要善于观察含字母系数的线性方程组的特点 ，一 
把钥匙开一把锁。 


2. 解线性方 程组: 




JOi + 2jc 2 + 3.r 




+ (n — l)x„-i 


n 


bi 


nx x + x 2 + 2x z +•••+(；! — 2)x^i + (n — l)jc n — h 


2xi + 3x 2 + 4jc 3 + 


_ » # 




提示： 观察此方程组的 特点： 第1个方程的各个未知量的系数向右移一位，便得到第 
2个方程的 系数； 依次类推。因此将这 w 个方程相加，得 


令： y = 工1十工 


2 


• * • 


(1 + n)n 
2 

+ X , ，由上式得 


n 


(J：! +x 2 -\ - \-x n ) = y^jb jm 


y 


2 


n 


nin + 1) 


2 X 


从第 1 个方程减去第 2 个方程，得 


由此得出 


(1 —— n)xi + x 2 + + x^i + x n ~ bi — b 2 . 

y — nxi ^bi ~ 6 2 . 



应用小 天地： 配制食品模型 
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从而 


Xi 


—(: y — 办1 + ) = 

n 


n 


2 


n 


n(n + 1) 


Ta 


bi -\- b 


2 


类似地，从第 2 个方程减去第 3 个方程可求出 x 2 ，从第3个方程减去第 .2 个方程可求 
出 x 3 ，…，从第〃个方程减去第1个方程可求出。 

3. 解下述线性方 程组： 


^1 + 工2 H -+工《 =1， 

x 2 H - h + ^1 = 2, 

< 

• • • ••• • • • • • « 

、 工 《+1 十 ^n+2 + + JC2n = ^ + 1 . 

提示： 这是阶梯形方程组。从第 w + l 个方程可得 


工 /1+1 .」 工 /1+2 

从第 n 个方程减去第 n + l 个方程，得 


工2” + W 十 1. 


— 工2” 一 1* 

从第 n ~ l 个方程减去第 / z 个方程，可求出心^的表达式，依次下去。最后从第1个方程 
减去第2个方程，并且用 x „ +1 的表达式代入，可得 

工1 = — 十2 — X 2n + 71 . 

于是可写出原线性方程组的一 般解： 


f JL\ — 

： 工 ”+2 

Xz = 

： 2 奸 2 — 1 ， 

< i ■■ 

工 3 — 

ft • « 

• ^/rh3 1 ， 

« • « 蠢 ■ ■ 

工 n ― 1 


OCn = 

: 工 2n _ 1 ， 


^n+2 


# % 


— X 2n 十 w ， 


x 2n + 72 + 1 , 


其中 工 n + 2 ^ n +3 ，…， 0： 271 是自由未知量。 


应用小 天地: 配制食品模型 

某食品厂收到了 2000 kg 食品的订单，要求这种食品含脂肪5%、碳水化合物12%、蛋 
白质15%。该厂准备用5种原料配制这种食品，其中每一种原料含脂肪、碳水化合物、蛋 
白质的百分比和每千克的成本（元）如下表所示。 
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第 1 章 线性方程组的解法 




a 2 

a 3 

a 4 

A 5 

脂肪 

8 

6 

3 

2 

4 

碳水化合物 

5 

25 

10 

15 

5 

1 

蛋白质 

15 

5 

20 

10 

10 

每千克的成本 

4. 4 

2 

2.4 

2. 8 

3. 2 


1. 用上述5种原料能不能配制出 2000 kg 的这种食品？如果能，那么解是唯一的吗? 
写出它的所有解。 

2 . 对于第1小题，写出所花费的成本的表达式，并且求每种原料用多少量时成本最 
低（有的原料可以不用）。 

3. 用这4种原料能配制 2000 kg 这种食品吗？如果能，它的解是唯一 

的吗？求出这时所花费的成本。 

4. 用 A 2 ， A 3 ， A 4 ， A 5 这4种原料能配制 2000 kg 这种食品吗？ 

5. 用 A 3 ， A 4 ， A 5 这3种原料呢？ 

解答提示 

1. 可以。解不唯一，有无穷多个解，所有解是 


其中0<工 5 <，。 


工1 


4 


工 5 + 560， 




8 




工 3 


15 
2 


工5 


1280 


x 5 


2800 




7 


x 5 十80， 


2. 所花费的成本的表达式为 

f =4. Ajci +2x2 +2- 4jc 3 +2. 8jc 4 十 3. 2 x 5 


118 
75 




17344 


当工 5 


400 


时，成本最低，此时的成本为 5691. 43元。 


3. 可以。解唯一 ：（560, 


1280 2800 
3 ，3 


,80). 


此时所花费的成本为 5781. 33元。 

4. 列出的线性方程组有唯一解：（800，一800,200，1800)。这不是可行解。因此不 
可以。 


5. 列出的线性方程组无解。因此不可以。 



第 2 章行列式 


许多问题需要直接从线性方程组的系数和常数项判断它有没有解，有多少解。本章 
对方程个数与未知量个数相等的线性方程组讨论这个问题。 

先研究两个方程的二元一次方程组 


a ll 工 1 + ~ b\ ^ 

an oc\ -^r a22 joz = bi ， 


( 1 ) 


其中如 ， a 21 不全为0,不妨设 a n 关 0 ，把它的增广矩阵经过初等行变换化成阶梯形 矩阵: 


^21 


<^\2 

^22 


br 

b z 


②+① • 



an 

0 


^12 

^21 

^22 — CL 12 

以11 


情形1 a 〗 ia 22 — a 12 a 21 ^0, 此时原方程组有唯 一解: 


bi 

1 a 2 l 1 

bz — by 
a】i 


b \ <222 — bz CI12 

^1 J <^22 — ^12^21 


a u b 2 — azibj 
d 2 Z — ^12^21 



情形 2 ^11^22 — ^12^21 — 0 ^ 此时原方程组无解或者有无穷多个解。 

为了便于记忆表达式 cL u a 2 z — a l 2 a 2 \ ，把它记成 


^11 以12 

~ <^11 <222 — ^ 12^21 - 

^21 ^22 


这个表达式称为2 阶行列式。 它是二元一次方程组 （1) 的系数矩阵 


( 2 ) 


A fan a 12 ) 

A = (3) 

<^21 ^22 

中，主对角线上两个元素的乘积 a n a 22 减去反对角线上两个元素的乘积 a 12 a 21 所得的表达 
式。因此也称这个表达式是2 级矩阵 A 的行列式 ，简洁地记作 | A | ，或者 det A 。 

利用2阶行列式的概念，可以把上述结论叙 述成： 

命题1 两个方程的二元一次方程组 （1) 有唯一解的充分必要条 件是： 它的系数矩阵 
A 的行列式（简称 为系数行列式 ）1 A |#0, 此时它的唯一 解是： 


f 

bi 

^12 


汉 11 

b. 

> 


办 2 

^22 


^21 

ih 



an 

<^12 

_ ? _ 

au 

ai 2 



<^21 

^22 


a Zl 

a ZZ 



v 


(4) 


对于数域 K 上 n 个方程的《元线性方程组有没有类似的结论？这需要用到72阶行 
列式的概念。本章就来介绍《阶行列式的概念和性质，并回答上述问题。行列式在几何、 
分析等数学分支中也有重要应用。 
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第 2 章行列式 


2.1 元排列 


2.1.1 内容精华 

从2阶行列式的定义可知，它是由两项组成的表 达式： 如如一 a 12 如， 一项带正号， 
另一项带负号，如何决定这符号？观察这两项的区别仅在于列指标的排列不同，一个是 
12,另一个是21。由此可知，为了给出 n 阶行列式的概念，需要首先讨论 n 个自然数组成 
的全排列的性质。 

n 个不同的自然数的一个全排列称为一个 《元排列。 

例如，自然数1，2,3形成的3元排列有 

123 , 132 , 213 , 231 , 312 , 321 . 

给定 n 个不同的自然数，它们形成的全排列有《!个。因此对于给定的〃个不同的 
自然数， w 元排列的总数是 w !。 

我们在大多数情形下，考虑的是自然数1，2…， n 形成的 n 元排列，在某些情形下也需 
要考虑某 n 个不同的自然数形成的72元排列。下面讨论的 n 元排列的性质，如果没有特 
别声明，考虑的是1，2,…， n 形成的 77 元排列，但对任意〃个不同的自然数形成的 a 元排 
列也成立。 

4元排列2341中，2与3形成的数对23,小的数在前，大的数在后，此时称这一对数 
构成一个 顺序； 而2与1形成的数对21，大的数在前，小的数在后，此时称这一对数构成 
一个 逆序。 排列2341中，构成逆序的数对有21，31，41，共3对，此时我们称排列2341的 
逆序数是 3,记作 r (2341) = 3 0 

在 w 元排列…中，任取一对数 a , a , (其中 i <> ) ，如果 ai < La } ，那么称这一对数 
构成一个 顺序； 如果 a £ > a ,， 那么称这一对数构成一个 逆序。 一个 w 元排列中逆序的总数 
称为 逆序数 ，记作 Kaa … a „)。 

4元排列2143中，构成逆序的数对有21，43,共2对。于是 

r (2143) = 2. 


逆序数为奇数的排列称为奇排列，逆序数为偶数的排列称为偶排列。 

上述例子中 ,2341 是奇排列， 2143 是偶排列。 

把排列2341的3和1互换位置，其余数不动，便得到排列2143。像这样的变换称为 
一 个对换 ，记作（3，1)。对换的概念也适用于 n 元排列。 

奇排列2341经过对换（3，1)变成的排列2143是偶排列。由此猜想有下述 结论： 

定理1 对换改变 n 元排列的奇偶性。 

证明 先看对换的两个数在 n 元排列中相邻的 情形： 


(n) 






2. 1 n 元排列 


鲁 
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^和> 以外的数构成的数对是顺序还是逆序，在 （ I ) 与 （ n ) 中是一样的 y 和 _；• 以外的数与 
^(或乃构成的数对是顺序还是逆序，在 （ I )与（]1 ) 中也是一样的。只有数对 d ， 如果它在 
( I ) 中是顺序，那么它在 （ n ) 中是 逆序； 如果它在（ I ) 中是逆序，那么它在 （ n ) 中是顺序。 


刖一情形， （ n ) 比 （ I ) 多一个逆序；后- 
的奇偶性相反。 

一 情形， （ n ) 比 （ I ) 少一个逆序。 

因此 （i )与（ n ) 

再看一般 情形： 



# 

. 1 

是 1 … k s j . 

( IE ) 


{ (i ， j) 


■ 

. 3 

k\ ••• k s i . 

( IY ) 


从 （ m ) 变成 （ IY ) 可以经过下列相邻两数的对换来 实现: 


( f，t ) ，…， G ， 怂）， （£， j ) ， （ U ) ，…，（匕 , 7 ). 

这一共作了 5 + 1 + 5 = 2 .+ 1 次相邻两数的对换。由于奇数次相邻两数的对换会改变排 
列的奇偶性，因此 （ m ) 与 ay ) 的奇偶性相反。 ■ 

有时需要把一个〃元排列经过若干次对换变成自然序数列123… n 。 这是否总能办 
到？先看一个5元排列的 例子： 

( 5 , 1 ) ( 4 , 2 ) ( 3 , 1 ) 

34521 -^ 34125 -> 32145 -^ 12345. 

上述过程的第 1 步是作一个对换，把 5 换到最后的 位置； 第 2 步作一个对换，把 4 放到倒 
数第2个 位置; 依次 类推。 显然这一方法对于任何一个〃元排列也适用。这就肯定地回 
答了上述问题。 

进一步我们看到把排列 34521 变成 12345 共作了 3 次对换，而 K 34521) = 7 。 这表明 
在这个例子中，所作对换的次数与原来的排列有相同的奇偶性。这个结论对于任意 n 元 
排列也成立，理由 如下： 

设 n 元排列 乃） 2 …^经过 s 次对换变成 123 … n 。 显然 123 »i 是偶排列。因此如果 

JU 2 … j ” 是奇排列，则 s 必为奇数，才能把奇排列变成偶排列；如果人是偶排列，则 
s 必为偶数，才能保持排列的奇偶性不变。 

显然，如果《元排列>172 … h 经过 S 次对换变成自然序排列 123 … W ， 那么 123…77 经 
过上述 s 次对换（次序相反）就变成排列 ju 2 …七。 

综上所 述得： 

定理2 任一 n 元排列与排列 123 ，"n 可以经过一系列对换互变，并且所作对换的次 
数与这个 n 元排列有相同的奇偶性。 ■ 


2.1.2 典型例题 


例 1 求 6 元排列 413625 的逆序数，并且指出它的奇偶性。 

解 从左边第1个数字开始考察它与后面哪些数字构成逆序，构成逆序的数对有: 

41，43, 42, 32, 62, 65. 

因此 r (413625)=6。 从而413625是偶排列。 
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第 2 章行列式 


例 2求72元排列 /2 U — 1) … 3 21 的逆序数，并且讨论它的奇偶性。 

解 左边第1个数字 n 与后面每一个数字都构成逆序，有 n ~ l 个 逆序； 左边第2个 
数字 n ~ l 与后面每一个数字都构成逆序，有 n -2 个 逆序； 依次下去，最后一对数21构成 
逆序，因此 

r(n(n — 1) •••321) = (n — 1) + (tz — 2) + …+ 2 + 1 

_ \_in 一 1 ) + 1](yz — 1) — n(n — 1 ) 

2 = 2 ' 

当 n = 时，^ l Ul - D y 顯 — 1); 


当 n = U + l 时，^ ^ = W + 2 1)4 々 = (4 出似; 


当 々十 2 时，^^ = ^_ +2) 2 ( 4 々 + 1) = (2々十 1 X 4 々十 1); ' 

当 n = Ak + 3 时，^ z 12= (4々 + 3) 2 (4々 + 2) = (4 & + 3)(2 h 1x 

因此，当71 = 46或 w =4 々十1时， 7 z(w — 1) …321是偶排列；当 w = 4 A + 2 或 n = 4^ + 3 
时， 72(72 — 1) *"321 是奇排列。 

例3如果72元排列 kn - 丄 的逆序数为 r ， 求 n 元排列的逆序数。 
解在 n 元排列 夂 允 中构成逆序 （顺 序）的一对数，它们在 j njn - 1 - j 2jl 中构 
成一对顺序（逆序），因此入中构成顺序的数对有 r 对，又由于排列 ujh … j 2jl 

中从左至右构成的数对总共有 = 对，因此 


r 


(jnj 


JzjO 


nin 一 1) 


例 4 设在由1，2，…， w 形成的 7 Z 元排列 aia z … a bib 2 …中， 


A < a 2 < …< a k ， h < b 2 < 

求排列…〜心匕… 6„—& 的逆序数。 


«華 ♦ 


< b n 


—k 


解在〜后面比〜小的数有(^一1)个，于是跟它们构成的逆序有（〜一1) 对; 在 
A 后面比 a 2 小的数有心一 1 —l = a 2 — 2个（注意 ai < a 2 ) ，于是心跟它们构成的逆序有 
U 2 —2) 对；…； 在〜后面比〜小的数有〜一 1 — 个，于是〜跟它们构成 
的逆序有 U * —々)对，由于 — ，因此在排列匕匕…匕-*中没有逆序。从而 


■ Ka ^ ankb'bfbtO 
( a 2 -1) + ( a 2 -2) + 


_ «禱 


ia k — k) 




(cii + a 2 +*••+〜） 一 (1 + 2 + *•* + ^) 


k 




H 1 + 是） 


例5设 ca ……是由1，2,…， w 形成的一个 w 元排列，证明 


( —1 产 1~ … q )+r (V2 … ( — l) r l +c 2+ … +S • ( — 1) 


价 +1) 

_ §— 


2.2 n 阶行列式的定义 
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证明设々元排列 C 2 … Q 经过5次对换变成排列 (2 ! (22 …〜，其中 ai < Ca 2 。 
由于= 因此 〜 a 2 是偶排列，从而排列 C ! C 2 — C , ^ S 有相同的奇偶性。 
在上述 s 次对换下，”兀排列… …尤 —a 变成排列 a ： a 2 •••a k d 1 d 2 …尤 。由于对 
换改变排列的奇偶性，因此 




(— 1)^( — l) rU lVVM2 … 

( — i)r (< 7 irn) ( _ i)u 「 u+u 2 l …+(% 


—A)+r(rf 】 d 2 ^ d n _ k ) 


=(—(— iyi +c 2+ … 十〜 ( 一 i)"^. ■ 

例 6证明： 在全部 n 元排列 （ n > l ) 中，偶排列和奇排列各占一半。 

证明对于 n > l ，把所有”元偶排列组成的集合记作 A „ ，把 所有； 2元奇排列组成的 
集合记作 B „。 作对换（1，2)，由于对换改变排列的奇偶性，因此它给出 TA „ 到5„的一个 
映射/。设，匕匕 …乂 6 A „ 。若…6„)，则 

/ [/(^ ia 2 "* a „)] ^ /[/( MH )]. 

由于尸是恒等映射，所以…，因此/是单射。 

任取一个 w 元奇排列 did 2 …尤，则 f { did z …尤）是偶排列，并且 f \_ fid x d 2 …么） ] = 
因此/是满射，从而得出/是双射。故有 | A „| = | 氏 |。 ■ 


习题 2.1 

1. 求下列各个排列的逆序数，并且指出它们的奇 偶性： 

(1) 315462 ； (2) 365412 ； (3) 654321 ； 

(4) 7654321 ； (5) 87654321 ； (6) 987654321 ； 

(7) 123456789 ； (8) 518394267 ； (9) 518694237 。 

2. 求下列 n 元排列的逆 序数： 

(1) in 一 1)(n — 2) … 21w; (2) 23… （w — l)nl. 

3. 写出把排列 315462 变成排列 123456 的那些对换。 

4. 在1，2,…， n 的 w 元排列中， 

(1) 位于第々个位置的数1构成多少个逆序？ 

(2) 位于第々个位置的数 n 构成多少个逆序？ 

5. 计算下列2阶行 列式： 


(1): 

3 _ 1 

(2) 

▲ 

0 0 

(3) 

一 2 5 


5 2 

■ 

? 

1 4 

j 

4 -10 


6. 利用2阶行列式，判断下述二元一次方程组是否有唯 一解？ 如果有唯一解，求出 
这个解。 


" 2x\ — 3 * 3： 2 = 1 ， 
I 5 工 1 + 4 x 2 = 6 . 


暑 
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第2章行列式 


2. 2 n 阶行列式的定义 


2.2.1 内容精华 


2阶行列式 

<^11 Ui 2 

= a\\U22 — ^ 12<^21 - 

<^ Z \ ^22 

2阶行列式是 2( = 2!) 项的代数和，其中每一项是位于不同行、不同列的两个元素的 
乘积，把这两个元素按照行指标成自然序排好，其列指标所成排列是偶排列时，该项带正 
号，奇排列时该项带负号。于是2阶行列式为 


^11 

ait 

a 2 \ 

^22 


a 2jz . 

hh 


从2阶行列式的定义得到启发，给出72阶行列式的定义 如下: 
定义1 W 阶行列式 


^11 

以12 

… a Xn 

“21 

* 

» 

^22 

參 

_ 

… a Zn 

% 

華 

• 

a n i 

♦ 

a nZ 

• 

… a m 


是 n ! 项的代数和，其中每一项都是位于不同行、不同列的 n 个元素的乘积，把这 n 个元 
素以行指标为自然序列排好位置，当列指标构成的排列是偶排列时，该项带 正号； 是奇排 
列时，该项带负号，即 


<^21 

• 

0^12 

汉22 

* 

… din 

… a 2n 

參 

y j ( 1 ) ；1；2 a lji a Zjz •••“„ 

^ * 

CD 

• 

• 

* 

<^nZ 

鲁 

m 

… 





其中 ）1 J 2 …^是72元排列， D 表示对所有 w 元排列求和。 （1) 式称为 w 阶行列式的完 

全展开式。 

令 



r a n 

^12 

… a lrt 、 



A - 

a 2 i 

m 

m 

m 

^22 

_ 

喻 

蠊 

… CL Zn 

m 

• 

禱 

， 

(2) 


a n i 


… a m 




则 n 阶行列式 （1) 也称为 n 级矩阵 A 的行列式，简记作 | A | 或者 det A 。 

注意： n 级矩阵 A 是指形如 （2) 的一张表，而 n 阶行列式 | A | 是指形如 （1) 的一个表达 



2.2 «阶 行列式的定义 


參 
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式。 n 级矩阵的记号是圆括弧（或方括弧） ， w 阶行列式的记号是两条竖线。 
由定义1立即 得到： 

• 1阶行列式 | a | = a a 


•由于3元排列123,231，312是偶排列，321，213，132是奇排列，因此3阶行列式 


an 

a l2 

ai3 

<^21 

^22 

^23 

^31 

<332 



^ 11 ^ 22^33 H - ^ 12 ^ 23^31 ^13 ^21 ^32 — ^13 ^22 ^31 


—^12^21 ^33 — ^11 ^23^32 * (3) 

3阶行列式的6项及其所带符号可以采用下图来 记忆： 



其中主对角线上3个元素的乘积 ^11 a ZZ ^33 9 以及与主对角线平行的线上3个元素的乘积 
^12^23^31 9 a 13 a 21 a 32 都带 正号； 反对角线上3个元素的乘积 a 13 « 22 a 31 ，以及与反对角线平行 
的线上3个元素的乘积 a 12 a 21 a 33 ， a u a 23 a 32 都带负号。 

主对角线下方的元素全为0的《阶行列式称为上 三角形行列式 ，即 


以11 

^12 

ai3 


^1 + 

“In 

0 

^22 

<323 

… ^2^2 

&2 ，广 1 

a Zn 


0 0 a 3 3 …«3,^2 «3,«-1 ^3 


* 


m 

• 

• 

• 

* 

0 


• 

• 

• ♦ 

拳 • 

0 

0 

0 


0 

— 1 * rr^l 

0 

0 

0 

4 • • 

0 

0 a m 


如何计算 n 阶上三角形行列式的值？ 
考虑《阶上三角形行列式中任意 一项： 

(— I ) 1 ■(〜 广')%/〜 


(4) 


(5) 


由于第 n 行的前 n — 1个元素都为0,因此若人关《，则该项等于0。于是取^ = 0。对于第 
w — 1行，若人 l , w ， 则=0,从而该项等于0。于是取乂 — 1 =n — l 或？2。但 
是 由于人 ，因此九-!不能取 n 。 于是取 — 1。依次分析，只有取 2 = n — 2, …， 
J2= 2, j x = 1 时，％ L 叫 2 … a % 才可能不等于0,而其他取法都会使 
a Ui a 2 j 2 .-. a WJn =0 o 因此 n 阶上三角形行列式的值为 


(― a u a 22 -.- an _ Un __ iarm = a u a 2 2--'a„- ltr ^ 1 a Tm . 


于是我们证明了下述 命题： 

命题1 n 阶上三角形行列式的值等于它的主对角线上 n 个元素的乘积。 ■ 

在 n 阶行列式的定义中，把每一项的 n 个元素的乘积按照行指标成自然序排好位置， 
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但是数的乘法有交换律，因此我们可以按任一次序排它们的位置，这时该项所带的符号怎 
么表达呢？用3阶行列式作为例子进行探索。 （3) 式中的第2项为 ^12^23^31 9 它前面带正 
号。我们把这3个元素相乘的次序改变成 a 23 a 12 a 31 ，这时如何用行指标所成排列与列指 


标所成排列的奇偶性来表达该项前面所带的正号呢？它的行指标所成排列213的逆序数 
是1，列指标所成排列321的逆序数是3，（一1) 1+3 = 1，这正好表达了该项前面所带的正 
号。因此这一项也可以写成 



r(213)+r<321) 


a 2 3^12^31 * 


3阶行列式的其他各项也有类似的表达方式。由此我们猜想巧阶行列式的每一项 


也可以写成 


(― 1) 山口 2 . 乂、 】 a% •••〜”， 


理由如下: 


(— l) r “i W +r (M2 … M 



( 6 ) 

(7) 


设％ 经过 s 次互换两个元素的位置变成 a # … a , A ，则行指标排列 
12〜 n 经过相应的 s 次对换变成…列指标排列 jxjz - jn 经过相应的 s 次对换变成 
k Y k 2 … k no 于是根据 2.1 节的定理2和定理1得 


(— 1) 叫 V 、）= ( — 1)% 

(― 1) 山 (_ l)s = (_l)r(W〜）. 


从而 


( —1) 1 ^14.*. 、 > 4 ^ (> 1*2 旧 *»)= ( —— l) s • ( — l) r( A)2..~ rt )( — 1) J 

= (_ 1 ) rC > lJ r 2 - v n ) 


因此，项 （6) 与项 （7) 相等。 

根据以上的分析得出，给定行指标的一个排列… 4， n 级矩阵 A 的行列式 | A | 为 

I A | = 2 (- l ) r ( lli 2 .. V + r ( M 2 ." V a ii 4 iiV 2 …气 （8) 

k l k 2^ k n 

或者给定列指标的一个排列 k , k 2 - k n ^ n 阶行列式 | A | 为 


A 


2 (- 1) 叫 2 、)+ 叫 〜 


h 





(9) 


特别地， 〃 阶行列式 I ai 的每一项可以按列指标成自然序排好位置，这时用行指标所 
成排列的奇偶性来决定该项前面所带的符号，即 


I A | = 2 (_ …气 (10) 

* * « 
l l 1 2… 

ao ) 式与 a ) 式表明，行列式中行与列的地位是对称的。 


2.2.2 典型例题 


例1计算下述 n 阶行 列式: 



2.2 n 阶行列式的定义 
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0 ai 0 … 0 

0 0 a z … 0 

• « « % 

« # • « 

« # • • • 

0 0 0 a„-i 

a„ 0 0 … 0 

解此行列式的每一行有 n ~ l 个元素为0,因此在它的完全展开式中，可能不为0 
的项只有一项，从而这个行列式的值为 

(— l) r(23 " ， ia n ia „ =( — 1 广 1 aia2 ." a ^ ia ”. 

例2计算下述 n 阶行 列式： 



0 0 … 0 ai 

0 0 … a 2 0 

• ft % • 

_ 龜 • • 

0 a n -\ … 0 0 


原式= ( — 1) 


r(n(n—1) *"21) 


<21^2 


71—1 


=(— 1) 2 aia 2 -" a ^ ia „. 


点评： 例 2 中当 n = 4 时，这个行列式的值为这是反对角线上 4 个元素的 
乘积，它前面带正号。 

例 3 用行列式的定义计算 


d\ Uz dz ^4 

bi bz b 3 b A h 

0 0 0 Ci c 2 . 

0 0 0 d x d 2 

0 0 0 ei e 2 

解行列式的完全展开式中，每一项都包含最后三行中位于不同列的元素，而最后三 
行中只有第4列和第5列的元素可能不为0,因此每一项都包含0,从而这个行列式的值 
为0 0 

例 4 下述4阶行列式是 x 的几次多项式？分别求出它的: r 4 项和工 3 项的 系数： 

lx x 1 2x 

1 X 5-1 

4 3 a ： 1 ' 

2 — 1 1 工 

解4阶行列式的完全展开式中，每一项都是取自不同行、不同列的4个元素的乘 
积。为了得到含 x 的最高次幂的项，第4行应当取第4列的元素此时第3行取第3列 
的元素 x ， 第2行取第2列的元素： c ， 于是第1行只能取第1列的元素 7 x 。 从而这一项为 

(— l) rC1234) lx . x* X* x = 7x\ 
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由上述取法知道，其余项都不含 x 4 ，因此这个行列式是 o : 的4次多项式， x 4 项的系数为7。 

为了得到完全展开式中含 x 3 的项，应当在三行中取含工的元素，在其余一行中取不 
含: c 的元素。从第1行开始考虑，若取 7 x ， 则第2行只能取: c ， 或5,或一1，无论取哪一个 
元素，都得不到含 V 的项。第1行若取第2列的元素: c ， 则第2行取不到含: r 的元素，从 
而应当在第3行取: r ， 第4行也取 x ， 于是第2行只能取1，这一项为 

(―1 ) rC2134) X • 1 • x • x = — 工 3 _ 

第1行若取第3列的元素1，则第3行取不到含 I 的元素，从而得不到含 P 的项。第1行 
若取第4列的元素2工，则第4行取不到含工的元素，从而第2行、第3行都应当取: c ， 于是 
第4行取2,则这一项为 

( — 1) t<4231) 2 x * x * x • 2 = — 4 jc 3 . 

因此多项式中: c 3 项为 

— X 3, — 4 jc 3 — — 5 jc 3 j 

X 3 项的系数为一5。 

例5 证明： 如果在 n 阶行列式中，第 h 乂， …， h 行分别与第 h ’ j ” …， h 列交叉位 
置的元素都是0,并且 6 + ，那么这个行列式的值等于0。 

证明行列式的完全展开式中，每一项都包含第 i ,， h ， …， h 行中位于不同列的元 
素，则有々个元素。由已知条件，第行只有与第夂以 2 ,… ，力 列以外的 n — Z 列 
的交叉位置的元素可能不等于0。又由已知 4 >n — Z 。 因此每一项都含有元素0。从而 
这个行列式的值为0。 ■ 


习题 2.2 


1. 按定义计算下列行 列式: 

(1) 0 0 0 a 14 

0 0 <223 a 2i 

0 GL^2 ^34 

^41 ^42 ^43 ^44 

(3) 0 0 0 1 0 

0 0 2 0 0 

0 3 8 0 0. 

4 9 0 7 0 

6 0 0 0 5 

2. 计算下列 3 阶行 列式： 

a ) 14 2 

3 5 1 ； 

2 16 
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(3) 

CLu 


^13 

(4) 

C 

0 

0 


0 

^22 

<^23 

• 

， 

0 

CL \ 

a 2 


0 

0 

^33 


0 

bi 

b 2 


3. 用行列式定义 计算: 


ai 

<^z 



ds 

b . 

b 2 

b . 

b . 

h 

Ci 

C 2 

0 

0 

0 

d ' 

dz 

0 

0 

0 

ei 

e 2 

0 

0 

0 


4 . n 阶行列式的反对角线上〃个元素的乘积一定带负号吗？ 

5 . 下述行列式是的几次多项式？分别求出/项和 jc 3 项的系数。 


5 x x 







6. 设 证明： 如果 n 级矩阵 A 的元素为1或一 1，则 | A | 必为偶数。 


2.3 行列式的性质 


2.3.1 内容精华 

从行列式的定义知道， n 阶行列式是《!项的代数和，其中每一项是位于不同行、不同 
列的《个元素的乘积。当 n 增大时，; z ! 极其迅速地增大。例如 

5! = 120，10! = 3628800. 

如果直接用行列式的定义计算一个 n 阶行列式，其计算量是相当大的。因此我们必须研 
究行列式的性质，利用行列式的性质来简化行列式的计算，并且利用行列式的性质来研究 
线性方程组有唯一解的条件。 

行列式有哪些性质呢？先看2阶行列式有哪些性质。 

= a!6 2 — a z bi , 

b\ b 2 

=aib 2 — a 2 bi. 

a 2 o 2 

由此看出， 2 阶行列式的行与列互换（即第 1 行变成第1列，第2行变成第2列，得到一个 
新的行列式），其行列式的值不变。 n 阶行列式也有此 性质： 

性质 1行列互换，行列式的值不变。即 



_ 
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a n 

汉 12 

… a ln 


a n 

^21 

… Cin\ 

^21 

餐 

^22 

• 

• 

… a 2n 

• 

攀 


^12 

• 

• 

汉 22 

攀 

• 

… dnZ 

• 

• 

• 

<^n2 

• 

• •• a 

^rm 


• 

ai n 

• 

a ln 

肇 

• n 

^rm 


(1) 


证明 把 （1) 式右边的行列式按照本章 2. 2节的公式 （10) 展开（注意元素的第1个下 
标是列指标，第2个下标是行指 标）： 


右边= 


S (― 1 ) 


r (i i ） 

1 2 ^ a lu a 2in —a 


pi 


把 a ) 式左边的行列式按照定义展开（注意第 i 个下标是行指标）: 


左边= 2 (―气. 

hh'"\ 

因此 （1) 式成立。 ■ 

性质1进一步表明了行列式的行与列的地 位是对称的。 因此，行列式有关行的性质， 
对于列也同样成立。今后我们只研究行列式有关行的性质，同学们可以把它们“翻译”成 
有关列的性质。 

对于2阶行列式，有 


U \ U 2 

= ai (kb 2 ) — a 2 ikh'、 = k{a x b z — a 2 bi)= 

kb\ kb 2 


A 

b\ b 2 


n 阶行列式也有此 性质： 

性质 2 行列式一行的公因子可以提岀去。即 


^11 ^-12 *•• ^ Iti 

• • • 

_ • 翻 


a u ci \2 … a\n 

« _ ■ 

• m « 

■ v • 

_ « * 

ka iX ka i2 … ka^ 

m # • 

• t * 

k 

• _ • 

a a a it ••• a m 

« • « 

擊 《 « 

• _ • 

^n\ ••• ^rm 


m • • 

a nX a nZ … a m 


证明 左边= 22 (― l ) r ( 从.、…（化〜） ." a ' 

hh 

= k ^2 (― ." a 心 …心' 

V '2 …人， 



( 2 ) 



在性质2中，当々= 0时，得出 ：如果 行列式中有一行为零（即有一行的元素全为0)， 
那么行列式的值为0。 

对于2阶行列式，有 


CL\ di 

b\ + Ci b 2 + c 2 


a\ (62 + c 2 ) — a 2 ibi + Ci ) 


=— chD + (〜<: 2 — a 2 Ci} 


bi 



a 2 

Cz 


72 阶行列式也有此 性质: 


2.3 行列式的性质 


■ 
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性质 3行列式中若有某一行是两组数的和，则此行列式等于两个行列式的和，这两 

个行列式的这一行分别是第一组数和第二组数，而其余各行与原来行列式的相应各行相 
同。即 


a n 


bi + Ci 




a !2 … ai 


^12 

• 

♦ 

… d\n 

警 

• 

b 2 + c 2 

華 

• 

攀 

• 

… b n + c 

• 

• 

<^nZ 

• 

… a m 


(第 i 行) 


bz 


« • • 


b n 


a n\ 0, n z 


a 


an d \2 


ai 


事 


Cl C 2 


C n 


dji\ dn2 


a 


(3) 


证明 


左边 = X ) (― 1) 山 w 乂〉 +〜）•••《、 

)1 > 2 ^ 

= ( 一 1) 山 A * v ") a % •••&々 ." a 、+ ( — 1) 山 1 a % •••& “* a 〜 

)i)2 … 1 W hh …、 1 

= 右边. 

对于 2 阶行列式，有 


■ 


Cl \ <^1 
bi b 2 


a x b 2 — a 2 b Y 


bi b z 


CLl Cl2 


bia 2 — b z ai —— iaib 2 — a 2 bi ), 


因此 


n 阶行列式也有此 性质: 


性质 4 


^ii a 12 


a t i Uiz 


^ki <^ki 


CL n \ dn 2 … 


ai 

a 2 


b z 

bi 

bz 


U\ Uz 

:号。 

艮 P 



Cl\n 

_ 

• 


Al 

• 

• 

叫 • 

• 

_ 

_ 

% 

m 

1 1 ■丄 

• 

<^k\ 

• 

• 

• 

dk 2 • 

• 

• 

• 

dkn 

% 

m 


• 

畢 

• 

_ 

a iZ • 

_ 

• 

_ 


• 

• 

a n z • 


• ^1 


^kn 


a 


a 


第〗行 


(4) 


第々行 


证明注意( 4 )式右边的行列式的第 i 行元素的第1个下标是 I 而第々行元素的第 
个下标是 〖，据 行列式的定义，我们有 


_ 
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右边 =— X ) (— … a 〜 "* a iJk … 

> — k t 

^1 J i J k J rt 

=_ D (— 1) • (— 1) 叫 ..’ 々 .■'•• 、 ) aij 、 •••a ijk "-a kj , .“a' 

VV..V ■■心 1 M 

= X ) (— l ) T ( w 人…心) ％ …^ … a k [“. a n} 

V" 、 … 々…、 ' " 

= 左边. ■ 

性质 5 两行相同，行列式的值为0。即 

an a 12 … a ln 

« • 籲 

• « • 

• « m 

第 z •行 a iZ 

: : ;= 0. (5) 

第々行知 ••• 

• % • 

• • 镰 

• • 喻 

o > n \ a „ 2 … a m 

证明把 （5) 式左边的行列式的第£行与第々行互换，据性质4得 


a n 

♦ 

• 

^12 

_ 

_ 

… <^ln 

m 

m 

a n 

參 

• 

^12 

• 

• 

… a ln 

• 

• 

喻 

% 

9 

a i2 

» 

參 

_ 

… 

m 

_ 

番 

a‘i 

參 

- • 

_ 

a i2 

« 

• 

… 

_ 

_ 

争 

^i\ 

# 

# 

a iZ 

參 

% 

• 

… dm 

镛 

• 

m 

畢 

« 

a i2 

攀 

攀 

_ 

… ^in 

• 

• 

攀 

• 

^n2 

« 

… a m 

參 

Cin\ 

參 

<^n2 

• 

… 


从而 （5) 式左边行列式的2倍等于0,因此 （5) 式左边行列式的值为0。 ■ 

性质6两行成比例，行列式的值为0。即 

a l2 … a u 

m • • 

• _ • 

• _ 鲁 

第 ^ 行 cii \ a i2 … 

\ : ; = 0. (6) 

第 k 行 la a la i2 … la^ 

争鲁 « 

聲# ■ 

• « • 

a„i a nZ … a m 

证明把 （6) 式左边行列式的第 6 行的公因子 Z 提出去，所得行列式有两行相同，从 
而它的值为0。 ■ 

性质 7 把一行的倍数加到另一行上，行列式的值不变。即 


2.3 行列式的性质 


■ 
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參 


an a n … a in 

癱攀 . 

• 镛 • 


a u «i2 … a ln 

• • • 

• • 磉 

參莓 » 

a a a a … 

i • • 


an a i2 … 

• 攀 « 

• * • 

軍零 ’ 

• • • 

dki + l^in a k2 + la i2 … + 

» _ • 

• • • 


• • 翁 

a k \ a k2 … 

孀. 拳 

• # • 

• • • 

a n i a n2 … a m 


參# • 

a n i a n2 … a m 


证明 


(7) 


^12 

• « 

警 « 

• 售 


^ i 2 

左边 = : : 


<^kl <^ k 2 


^nl 江 n2 



a n Clu … Uu 


an a i2 … ain 

\ \ ;= 右边. 


a k i a k2 … 

畢畢 ♦ 

_ 攀 • 

条 9 ♦ 

a n \ a nZ … a m 



行列式的定义和行列式的 7 条性质的内在联系，如图 2-1 所示。 

把„级矩阵 A 的行与列互换得到的矩阵称为 A 的转置，记作 A '( 或 A T ， 或 A 1 )。 
由上述定义立即得出 A f ( i ； j )= A ( j ； i ) A < i , j < n 0 
根据行列式的性质1，得 

I A ' 丨= | A | . 

根据行列式的性质7,得 

如果 A ® + 那么 = 

根据行列式的性质4,得 

如果那么 | B 卜 一| A |. 

根据行列式的性质2,得 

如果那么卜 


其中 c ^0 o 
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• 图 2-1 

注： 由性质 2 立即 得出： 有一行的元素全为0,则行列式的值为0。 
性质 2 、 3 、 4 、 5 、 6 、 7 中把“行”换成“列”，仍然成立。 


综上所述，得 

如果 A ， 那么 | B | = Z | A | ， 其中 Z 是某个非零数. 

利用行列式的性质7,性质4,性质2,可以把一个行列式化成上三角形行列式的非零 
数倍。这是计算行列式的基本方法之一。 

利用行列式的性质3,可以把一个行列式拆成若干个行列式的和，其中每一个行列式 
都比较容易计算，这是计算行列式的常用方法之一。 

2.3.2 典型例题 

例1计算行 列式： 


_ 2 

1 

— 3 

98 

101 

97 

1 

-3 

4 



行列式的性质 
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解 


-2 


1 

— 3 

原式 =100 — 

2 

100 + 1 

1⑻ 一3 

1 


— 3 

4 

-2 

1 

— 3 

一 2 

100 

100 

100 + 

一 2 

1 

— 3 

4 

1 - 


2 

1 — 3 


=100 

1 

1 1 

+ 0 


1 -3 

1 —3 


-3 


100 


— 3 




100 0 


3 - 


1 —3 


0 —4 


②+③ • 1 


100 0 — 1 
0 -4 


100 0 — 1 


—— 100 • 1 • ( — 1) • (― 5) = — 500. 

点评： 对于3阶行列式，尽量不要用完全展开式计算。应尽可能利用行列式的性质来 
计算。例1首先用性质3拆成两个行列式的和，其中第2个行列式利用性质5易知其值 
为0;第1个行列式利用性质2,性质4和性质7化成上三角形行列式，易于计算。 

例 2 计算 w 阶行 列式： 


| A A A k I 

分析： 这个 《 阶行列式的特 点是： 每一行的元素之和等于常数 &+(n — 1) A 。 因此， 
把第2,3,…， n 列都加到第1列上，就可以使第1列有公因子 々 +(n — 1) A ， 把它提出去， 
则第1列元素全为1。从而用行列式的性质7,容易化成上三角形行列式。以下约 定：对 
于行列式的行进行变换的记号写在等号上面，而对于列进行变换的记号写在等号下面。 


解当时，有 


原式 


k ~\~ in —— 1 )A 

是 + (72 —— 1 )A 


①+② 
①+③ 


①+ © 


走 一 h (w —— 1 )A 


\_k + (n — 1) A ] 


A 


A 


k 
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1 A A … A 

Q k — A 0 0 

= [ 是 +(n —1)A] ... . 

• « • • 

• • • « 

0 0 0 … k —— A 

=i> + (n —i)A]a—m 

当 n = l 时，上述公式也成立。 

点 评：例 2这个行列式在组合数学的对称设计中有重要应用。例2的解法不唯一， 
但上述解法是比较简洁和易于理解的，并且这种解法的思路可用于其他一些 n 阶行列式 
的计算中。 

例 3 证明： 


Cli + Cl 

b\ + ai 

C\ +^1 

ai 

bi 

Cl 

+^2 

bz +a z 

Cz +b z : 

~ 2 CL2 

b z 

Cz • 

a 3 十 c 3 

63 + “3 

c 3 + b 3 


b. 

C3 


证明 左端行列式的每一列都是两组数的和，从而可以拆成8个行列式的和。由于 
两列相同，行列式的值为0;两列互换，行列式反号，因此 

ai + Cl bi + ai c x + bi 

a 2 + c 2 b 2 +a 2 c 2 + b 2 

a 3 + c 3 b 3 + a 3 c 3 +b 3 




Cl 

d \ 

b ' 

bi 


di 

Cl 十^ 

a 2 

bz 

C2 ~\ 

- di 

b 2 

b 2 H 

- A 

a 2 

c 2 + b 2 



C3 

a 3 

bs 

h 

a 3 

a 3 

C3 + 石 3 


Ci b\ C\ Ci b\ bi Ci a\ C\ c\ a\ b\ 

+ c 2 bz c 2 + c 2 bz b 2 + c z az c 2 + c 2 az b 2 

Ci b z c 3 c 3 b z b 3 c 3 a 3 c 3 c 3 a 3 b z 

d\ b\ Ci d\ b\ ci\ b\ C\ 

= 0^2 ^2 c 2 ~\~ ( — 1)( — 1) dz 办 2 C 2 — 2 <22 ^2 * ■ 

^3 ^3 C3 63 C3 63 C3 

例 4 计算 71 阶行列式 U >2): 

Xi — ai Xz Xz **• x n 

X X x z — a 2 x z … x n 

Xi x z x 3 — a 3 ••• x n ， 

* • « « 

攀拳峰 釁 

» « « * 

Xi x z x 3 … x n — a n 

其中化#0，< = 1，2^“，//。 

解 先把第 1 行的 （一1) 倍分别加到第2,3,…，《行上，然后各列分别提出公因子 

ai ,a 2 ,… ja n : 
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原式 




ai 


CLi 


CL \ 


工 2 

a 2 

0 


工 3 
0 
a 3 


X 


0 

0 


ai 


0 


X\ 

a \ 


—— 1 


a^a t a z -*a n 


1 


0 

x z 

a 2 
- 1 
0 


a n 


^3 

^3 

0 

—1 


JC 


a 


n 


0 

0 


0 


0 


聲孀争 


- 1 


a x a 2 a z 


n 




Xi 

Cli 

o 

0 


^2 

a 2 

-i 

0 


^3 

^3 

0 

■ 1 




a 


0 

0 


0 


0 


0 


n 




( - ^ 1 ) ^~1 ^ - jrt . ***^ ( 飞 


X 


aia 2 a 3 *"a n ^ —— 

V i=i Ui 


习题 2.3 


. 计算下列行 列式: 


( 1 ) 


(3) 


5 

—1 

3 


(2) 


1 

203 

J 

r 

2 

2 

2 

• 

t 





K 

M 

196 

203 

199 




3 

298 

— 

i 

i 







5 

399 

i 

L 

4 

% 

1 

0 

— 3 

2 

(4) 

1 

2 

3 

4 

— 4 

-1 

0 

-5 


2 

3 

4 

1 

2 

3 

— 1 

— 6 

f 

3 

4 

1 

2 

3 

3 

-4 

1 


4 

1 

2 

3 


2. 计算下列 n 阶行列式 


(1) 


a 1 1 … 1 

(2) 

a x —b a 2 … cin 

1 a 1 … 1 


a\ a 2 —b … a n 

* * • * 

_ 

f 

• • • 

« » _ 

_ _ • • 

* * * * 


* • * 

1 1 1 …^ 


ai a 2 … a n —b 
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3, 证明: 




b\ ~c x 

Cl — 

-ai 





( 1 ) 

a 2 — bz 

b 2 —c 2 

^2 一 

一 沒 2 

— 0 % 




a 3 —b z 

th—<h 

C 3 一 







Ui +6i 

b\ 

Cl 十❼ 


CLi 


Cl 

( 2 ) 

a 2 -\~b 2 

b 2 +c 2 

c 2 +a 2 

2 

a 2 

bz 

Cz 


03+63 

b z +c 3 

c 3 +a 3 


cl z 

bz 

C% 


4. 计算下列 tz 阶行 列式: 


( 1 ) 


ci\ dz 

b z 1 

b z 0 

# « 

鑄 * 

• • 

b n 0 



( 2 ) 


a\ ~\~bi 

+b 2 

… +b n 

dz +b x 

_ 

ciz +b 2 

m 

a 

… a 2 -\~b n 

♦ 

• 

舞 

dn+bi 

■ 

• 

CL n +b 2 

■ 

■ 

… a n -\~b n 


2.4 行列式按一行(列）展开 


2.4.1 内容精华 


n 阶行列式的计算能否转化成 n — 1阶行列式的计算？ 

首先以3阶行列式为例。把3阶行列式 1 A | 的完全展开式中6项按第1行的3个元 
素分成三组，每组提取公因子便 得到： 



<2n aiz (^i3 

^21 <^22 <^23 

^31 ^32 ^33 

(an <222^33 — a ll a 23 ^32 ) (^12^23^31 — <^12^21 ^33 ^ H" ^ a lS a 2l a 32 _ <2 13< 2 22^31 ) 



沒 22 

<323 


^21 

^23 

1 

^21 

^22 

^11 



^12 



十以 13 




a 3 2 

^33 


^31 

^33 


^31 

^32 



这样就把 3 阶行列式 I A | 的计算转化为计算 3 个 2 阶行列式。 （1) 式的第1个2阶行列式 

j a 22 a 23 1 


I ^32 ^33 I 

是在 3 阶行列式 I A | 中划去 a n 所在的第 1 行和第1列，剩下的元素按原来的次序组成的 
2阶行列式。 （1) 式的其他两个2阶行列式可以用类似的方法得到。由此受到启发，引出 
下述概念： 

定义1 n 阶行列式 | A 1 中，划去第 i 行和第列，剩下的元素按原来次序组成的 n — 1 
阶行列式称为矩阵 A 的 （ f ， 7 ) 元的 余子式 ，记作％。令 




2.4 行列式按一行（列）展开 
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Ay = (— l) l+i My , 

称 Ay 是 A 的 G ， j ) 元的 代数余子式。 

运用代数余子式的记号， （1) 式可以写成 

I A | = a u A n + a n Aiz + a u A l3 (2) 

(2) 式表明：3阶行列式 | A | 等于它的第1行元素与自己的代数余子式的乘积之和。这个 
结论可以推广到 rz 阶行列式中，即有下述 定理： 

定理 1 n 阶行列式1 A 1等于它的第 i 行元素与自己的代数余子式的乘积之和，即 

i A | ^an An + a i2 A i2 + v +a it A in 


n 


> : 


(3) 


其中£6{1，2,…， rz }，（3) 式称为 72 阶行列式按第 i 行的展开式。 
证明把 | A | 的完全展开式的 n ! 项按第 〖行的 rz 个元素分组 


A | = 2] (— a lki —a^uk^aija^^k. 

Wi 圪 +r"' ' 




2 / _ -t \ r(il + " (i^~2 --*n)+r(yiI *^k- n > 

C— 1) 1 1+1 ” a^a Ui a i+lfk 

WiVh … 




••心 


n 


n 


（_ l ) 1 - 1 ( — 1) 厂 1 2 (— 1)rl 


k i-\ 


k ) 

n a lk 


a —l ， 4: 」 a i+\,k 1 


*1 ^ k i-\ k i+\^ k n 


i+1 


<^nk 


n 



au 

鲁 

• 

… a Uj ^i 

• 

_ 

a l,j+l 

* 

• 

… a ln 

畢 

• 

E (- l )^ a , 

> =1 

• 

a 卜 i，i 

• 

• 

• 

* * * a 卜 i"—i 

… 叫 1 ，卜 1 

_ 

« 

• 

a —1,)+1 

仏 +1，)+1 

争 

拳 

# 

… a^Un 

… CL i+Un 

攀 

• 


• 

華 

… ^n 9 j~l 

• 

j+1 

拳 

… a nn 


公式 ( ; 3) 称为行列式按第 / 行的展开式。 

定理2 w 阶行列式 IA | 等于它的第 j 列元素与自己的代数佘子式的乘积之和，即 

| A | =ai j Ai j + a 2 jA Z j + ### + 〜 A … 


= a/j• (4) 

卜1 , 

证明将 | A '| 按第 j 行展开，由于，的( ； ，》元等于 A 的 （ D ) 元，并且 A ' 的（），》元 
的代数余子式等于 A 的（/，））元的代数余子式 A , ，因此 

| A | = | A ' | = a^Aij + % A 2j - + …+ a nj A nj . ■ 

公式 (4) 称为行列式按第 j 列的展开式。 

定理1和定理2把 n 阶行列式与 n — 1阶行列式联系起来，如果能利用行列式的性质 
把 n 阶行列式的某一行(或某一列）的 n — 1个元素变成0,那么 n 阶行列式的计算就转化 
为一个 n — 1阶行列式的计算，从而大大减少了计算量（把计算 n ! 项的代数和转化成计 
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算 1) !项的代数和），这是计算行列式的基本方法之二。 

定理3 n 阶行列式 | A | 的第 i 行元素与第々行 U 关 £) 相应元素的代数余子式的乘积 
之和等于0,即 

anA kl + a i 2 A k2 + ••- + = 0，当是 # i . (5) 

证明 为了使 （5) 式左端成为某一个矩阵的第 A 行元素与它自己的代数余子式的乘 
积之和，便于利用定理1，应构造矩阵 B ， 使得 B 的第々 行元素为〜，… ，‘， 而第 Jk 行元素 
的代数余子式为 Ah ， Am ，…，，这只要使 B 的除第 A 行以外的其余行与 A 的相应行相 
同。于是令 

< 2 n a 12 … a ln 

m • * 

■ 参 _ 

_ ft _ 

an a iZ … 

IB : : ; 

an a i2 … 

« • 攀 

• • 攀 

♦ _ • 

a n \ a nl … a m 

由于 | B | 的两行相同，因此 | B |=0。 把 | B | 按第 6 行展开，得 

I B | = a a A k i + a i 2 A k 2 + + . 

因此 

AiAh+ a,:2A 々 2 + …+‘ 八知 = 0 ， (k ^ 0. ■ 

由于行列式的行与列的地位对称，因此 也有： 

定理 4 n 阶行列式 I A | 的第 j 列元素与第 Z 列 G 关 P 的相应元素的代数余子式的乘 
积之和等于0,即 

auAn + a 2 』 A 2z + …+ = 0，当 Z 尹 j . (6) 

公式（3)， （5) 与公式（4)， （6) 可以分别写成 


第 f 行 
第是行 



2.4 行列式按一行（列）展开 


例2计算行列式 

A — 6 2 — 2 

2 A — 3 —4 

- 2 -4 A — 3 


解 


原式 


③+② • 1 


A — 


A-3 


2 

4 


0 


A-7 A-7 


②+③ •（一 1) 


A 一 6 


4 


2 


A + 1 -4 


0 


0 


A — 


(A 一 7)( — 1) 


3+3 


A — 6 
2 


4 

A + 1 


(A-7) (A 2 -5A-14) = (A — 7) 2 (A 十 2) 


例3计算 w 阶行列式（《>1) 

a b 0 0 — 0 0 0 

0 a b 0 … 0 0 0 

0 0 a ^ 0 0 0 

• * ■ • _ • « 

• •暑 • • * • 

0 0 0 0 0 a 6 

6 0 0 0 0 0 a 

解 先按第 1 列展开，得 

a 6 0 **■ 0 0 0 

0 a 6 **• 0 0 0 

原式 =a ::； :：: 

0 0 0 ••• 0 a 6 

0 0 0 … 0 0 a 

I b 0 0 … 0 0 


a b 0 … 0 0 

+ 6(—1) 奸 1 0 a 6 ••• 0 0 

• • « • • 

« • • ♦ • 

« • • * • 

0 0 0 ••• 0 a 

= aa^ 1 十 （一 l)^ 1 姑 
= a n + (-l)^^. 


0 

0 

0 

m 

» 

攀 

b 
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=IX ^ Ui _ A )， do ) 


J_[ — aj) — (a 2 — a ： ) (a 3 — 々 ）••• (a^i — ai ) (a„ ~ a x ) 

• (a 3 — a 2 ) … — at) (a n — a 2 ) 


• ( a^i — a 『 2 ) ( a n — a 『 2 ) 

• C ^» ) • 


有什么特点？ 

它的第 1 行元素全是1，第 2 行元素是《个数，第3行元素是这72个数的平方，…，第 
n 行元素是这 w 个数的 （ w — 1) 次方。这样的行列式称为 范德蒙 （ Vandermonde ) 行列式。 

它的值等于什么呢？ 

当71=2时， 


ai a 2 


a z 


€ L \ • 


当 w = 3 时， 


1 

1 

1 i 


1 

1 

1 

ai 

a 2 

A 

③ + ② •（ _ ai ) 

ai 

^2 

^3 


a\ 

a\ 

a\ 


0 

o\ _ Cl\U 2 

at a Y a z 


② + ① •（一 ai ) 


0 a% — a\ — a\ 

0 a 2 Ca z _ cii ) a 3 ( a 3 - a \ ) 


(a2 — cii ) (a 3 — ai ) 


(a 2 - a\ ) (a 


dz 0,3 
a x )(a 3 — a 2 )• 


由上述受到启发，我们猜想 n 阶范德蒙行列式 （ n >2) 的值为 
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2 1 


n 2 n 

a a 




n 


a 


ar 


2 1 


3 2 3 

a a 


L a3 


ar 


2 1 


_ - 2 22 

1 a a . 




2 

a 


«2 

a 


2 1 


_ - 1 2 1 

1 a a 


'■ 


a a 


号 

乘 

连 

是 

1 

中 

其 
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证明对范德蒙行列式的阶数 n 作数学归纳法。 
当 n = 2 时，上面已证明结论成立。 


假设对于 n — 1阶范德蒙行列式结论成立。我们来看 n 阶范德蒙行列式的情形。把 
第 w _ l 行的（一〜 ） 倍加到第 w 行上，然后把第 n — 2 行的（一〜）倍加到第 n — 1行上，依 
次类推，最后把第1行的（一〜）倍加到第2行上，得到 



1 


1 

1 

… 1 


0 

^2 

— ^1 

a 3 — ai 

… a n — a x 

原式= 

0 

珍 

• 

<A — 

- a \ a 2 

» 

* 

畢 

cl \ — aia z 

m 

% 

峰 

… a \ — a x a 

• 

暑 

論 


0 

ar 2 - 

- 

ar 2 ~ a , ar 3 

■ 

… aZ ~ 2 a x a 


0 

ar 1 - 

- a ^ aT 2 

dT l — a \ aT 2 

… a^~ l ~ aia 


^2 — — CLi … a n — Ui 

^2 (<22 ~ ai) a 3 (a 3 — a x ) … a n {a n 一 ) 

: : : 

* • ■ 

^2~ 3 (<^2 ~ ) clT^ (a 3 — ai ) … a^ 3 (a„ — ai ) 

^ 2 ~ 2 C ^2 — d\ ) ^3 -2 (a 3 — a x ) … a:— 2 (a„ — ) 



ai ) (a 3 —〜）••• (a„ 


1 1 … 1 

a 2 a 3 … a n 



a 


n — 3 
n 


用归纳假设 / 

—_ \ 0,2 


ar 2 ar 


2 




a 


n—2 


n 


cl\ ) (a 3 — a Y ) … (a n — a Y ) JJ (a, — aj ) 


— XX ( a ; _ )_ 

据数学归纳法原理，对一切大于 1 的正整数，结论都成立。 ■ 

范德蒙行列式在许多实际问题中出现，我们可以用公式 （10) 立即写出它的值。 

从 （10) 式看出，〃阶范德蒙行列式不等于0当且仅当〜 ， a 2 ，…，〜两两不等。 

由于 | A /| = | A | ，因此也有 





( 11 ) 


计算行列式的方法除了前面介绍的三种： （1) 化成上三角形行列式； （2) 拆成若干个 
行列式 的和； （ 3 )把第2, 3 ,…， w 列都加到第1列上（适用于各行的元素和相同），本节再介 
绍下述5种方法，以后还会介绍其他方法。 


(« 按一行(或一列）展开，这是基本方法 之二； （5) 归 纳法； （6) 递推关 系法； （7) 力口 
边法（即升阶 法）； （8) 利用范德蒙行列式。 


参 
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第2章行列式 


2.4.2 典型例题 


例1计算行 列式: 


— 4 


2 —3 


2 

3 


3 

7 


4 


— 3 6 4 — 2 

I 

解 选择元素1所在的第1列，把这一列的其余元素变成0,然后按这一列展开 

0—3—10 13 


原式 




0 

0 


2 — 3 4 
7 13—3 

0 —5 10 


(- 1 ) 


2+1 





— 3 

— 10 

13 


— 3 

一10 

— 7 

• 

7 

13 

-3 

111 1 - 

7 

13 

23 


0 

-5 

10 


0 

— 5 

0 


—(-1) 3 十 2 (-5) 


— 3 -7 

7 23 


— 5( — 69 + 49) 


100 


例 2 计算下述行列式，并且将结果因式 分解: 

A — 1 — 1 — 1 


1 


— 1 


A + 1 — 1 

-1 A + 1 
1 1 


A 


解 


原式= 


0 

( A 2 - l)-l —a a 

- i-i 

— 1 

A + 1 — 1 

i 

0 

— A - 

-2 A + 2 

0 

0 

-A 

2 

A 一 2 



A 2 -2 -A 

A —2 

(-1) 

2+1 (-1) 

— A — 2 A + 2 

0 



一 A 2 

A 一 2 


①+② 


A 2 - A -2 
0 

— A + 2 


A A - 


A + 2 


0 

A 一 


(一1严 ( A + 2) 


2 


(A + 2) (A — 2) 


A 2 - A —2 1 

— A + 2 1 


(A + 2) (A — 2) 


A 2 -4 
— A + 2 


— A — 2 
~ A ~h 2 

0 
1 


A _ 2 
A — 2 


=(A + 2 VU — 2) 欠 
例 3 题目同 2. 3节典型例题的例4 


2.4 行列式按一行（列）展开 


解法二（加边法) 


jCi 一 U\ 


Xi 


JCz 


JCz — a 2 


工 n 




^1 


工 2 




1 Xi 

0 jo\ — a\ 
0 joi 


^2 


J0 2 


工 2 — <^2 


0 


工 1 


x 2 




1 Xi 

— 1 — a ： 

— 1 0 


jc 2 

0 


x 


n 


a 2 


0 

0 


- 1 


0 


0 


a n 


n 


1 -S 


x_ 

a 


x 


^2 


0 

0 


ai 


0 


0 


a 2 


0 


0 


0 


n 


=(— …心 （1 — ^ 


x { 

a ， 


例 4 计算〃阶行列式 （ n >2): 


D 


n 


x 0 0 

1 x 0 

0 —— 1 x 


0 

0 

0 


0 

0 

0 


^0 


ai 


a 2 


0 

0 


0 0 
0 0 


1 oc a^ 2 
0 — 1 x a , 


解 


n 




2 时， 


D 2 


x a 0 
— 1 x + a \ 


x z + a ! 工 + a 0 • 


假设对于上述形式的 n - l 阶行列式，有 


X 0 

1 X 


0 

0 


0 

0 


a 。 


ai 


0 0 


_ * « 


0 — 1 x + a^-z 


丫 《—1 小 /7 T 广 2 —一 




现在来看上述形式的《阶行列式，把它按第1行展开，得 


D n 


x 


x 0 0 0 ai 


— 1 jo 0 0 a 2 


■ 聲 • • • 

» ■ « « • 

9 • • • • 

+ ( — l) 1+n a 0 

0 0 1 jo a„- 2 


0 0." 0 1 x + a^-i 



1 X 

0 ——1 


0 


0 


0 

0 




xix ^ 1 十 + … + a 2 x + ai ) + ( — iy + n a 0 (— 1 广 1 

x n +a rt ^ix Ti_1 + **• + a 2 x 2 + ai jc + a 0 * 
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根据数学归纳法原理，此命题对一切自然数都成立。 
例 5 计算《阶行 列式： 


D 


n 


2 


1 


0 0 


1 


0 — 1 


0 

一 1 


0 0 
0 0 
0 0 


0 

0 

0 


0 0 0 0 
0 0 0 0 


攀 . # 


-1 


0 — 1 


解 1时 ， D 


2 。下面设《>1，把第2,3,…， 7 Z 列都加到第1列上，然后按 


第1列 展开: 


D 


n 


1 


0 0 


0 


0 


0 — 1 


2 


0 0 
0 0 
0 0 


0 

0 

0 


0 


0 0 
0 0 


0 

0 




— 1 
0 


2 


1 • D n -, +(— 1严 1 • (― 1) 


D 


«— 1 


1. 


由此看出， A ， D 2 ，…，认是首项为2、公差为1的等差数列。 


因此 


D n = 2~\^ (n — 1) • l^n+lo 


例6计算 n 阶行 列式: 


D 


n 


a b ab 


0 


a -\- b ab 


0 

0 


0 


a-^b ab 


• « 


* • 


0 

0 

0 


0 

0 

0 


0 


0 


0 


0 


1 a + 6 


其中 a ^ b Q 


解若 a = 0, 则 沪； 若6=0,则 D „= a ”。 
下面设 a 关0且6关0,当72>3时，按第1行展开，得 


D n =(a + b)D 


( — l) 1+2 ab 


• • 


D 


fi 一 2 




(a + 6) — abD 


n ^2 


由 （12) 式得 


D n — aD 


b{D^-aD^. 


于是 D 2 — aD l ， D 3 — aD 2 ，…， aD „— :是公比为 6 的等比数列。从而 


D n — aD 




CD 2 — aDi ) b 


7I~2 


由于 Di = I a~\~b I 


D 2 


a -\- b ab 
1 a 十 6 


(a + b) 2 — ab ~ a 2 十 + 6 


( 12 ) 


(13) 


(14) 


行列式按一行（列）展开 
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因此 D 2 — aD ! 


o 


从而 


一 aD 


b \ 


由 （12) 式又可得出 


bD 




a{D^~bD n ^. 


同理可得 


D-bD 


n ~ r l 


联立（15)、（17)式，解得 


D 


a 杆 1 — 6 奸 1 

a — b 


当 77 = 1，2 时，公式 （18) 也成立。 
例7计算《阶行 列式： 


… n — 


(15) 


(16) 


(17) 


(18) 


n — 1 


… 71 — 


n — 3 


解 这个 n 阶行列式是把第1行的元素依次往右移1位得到的。当时，把第1 
行减去第2行（即把第2行的 （一1) 倍加到第1行上），第2行减去第3行，…，第 n — 1行 


减去第 n 行，得 


1 — n 


1 — n 


• « ♦ 


原式 


1—— n 


1 — n 1 


①+② • 1 

①+③ . 1 

_ 攀争 _» 眷 

① + © • 1 


1 ——71 


nin + 1 ) 


(― l) n 


+1 n(n + l ) l ~ n 


1 — n 


( — 1 ) 


n+i 


n(n + 1) — 71 0 


0 


0 


• • * 


— n 0 
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=(— 1) 


n+l 


n\n + 1) 
2 




— . (— n ) 


n ^2 




(— l )^ 1 

Ct 


当 w = l ，2 时，上述结论也成立 。 

例8 设数域 K 上 w 级矩阵 A = (%)， 它的 （ f ， P 元的代数余子式记作 A &。 把 A 的 
每个元素都加上同一个数£，得到的矩阵记作 AU ) = (% +0。 证明： 


n n 


I A ⑴ I = I A \ + t^^A ij9 

i — 1 j — 1 

证明 I AG ) I 的每一列都是两组数的和，利用行列式的性质 3, 可以把 I AO ) I 拆成 2” 
个行列式的和，由于两列相同，行列式的值为0,因此可能不为0的行列式至多只能有1 
列含元素“于是 



Gil 

汉 12 

… din 


t a i2 

… Ci\n 

A ⑴ | 

以 21 

• 

• 

W 

<^22 

參 

參 

參 

… ci 2n 

% 

m 

« 

+ 

t ^22 

• » 

* _ 

• 参 

… CL 2n 

• 

• 

■ 


<^7l\ 

<^n2 

*•* CL m 

77J1 


t d n 2 

• n 

^701 


* • • 


+ 


^11 

^12 

畢 _ ♦ 

a 1 , n — 1 t 

<^2l 

_ 

_ 

<^22 

攀 

» « ♦ 

1 t 

m _ 

* 镛 

• 

a n i 

參 

a n2 

_ •条 

• m 

i t 


tA 2 i 

+ 

_•• + tA n l + 


畚參 # 


+ tA in + £A 2 „ + … tA m 
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A l + £ X ) 2 八 ) • 


■ 


例 9 计算 w 阶行列式: 


D 


n 


1 


C 》 

a 


1 


n 


1 

… 1 

1 

c 3 

••• CLi 

r 1 

a 

m 

▲ 

… G 

磷 

p2 

• 

_ 

» 

cr 2 

籲 

… C^ 4 

9 

m 

f^n—l 

^n+1 

… C^3 

f^n — 1 


解 由于 一 C 二 1 “ ，因此把 D „ 的第72行减去第72 — 1 行，第 n -1 行减去第 
w — 2行，…，把第2行减去第1行，得 



0 1 QT 1 … C[2 4 C^ 3 


行列式按一行（列）展开 
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» # _ 

cu 

m 

m 

CL 

• 

遍 


■ 

• 

^ti—2 

6 

■ 

• 

^2n-S 

• 擎 • 

f^rr-1 
^2rt—5 

f^n—l 

f^n—2 

1 

71 — 1 


— 1 

n 


n 一 (？2 一 1 ) 


点 评：例 9的解法是利用了组合数的性质 之一： 以及行列式 
按一列展开的性质，把高阶行列式逐次降阶，并且使各列中出现的组合数 C 1 中元素个数 
m 逐渐变小，而取出的元素个数々不变，最终变成形如 G 或 qr 1 这样的组合数，易于 
计算。 


例 10 计算《阶列式 U >2): 

I 1 Xi + a n x\ + a 2 \X X + a Z2 


1 + ^n-Ul^l 


n — 2 


X 2 


a n oc\ + a 2 ix 2 + a 22 


+ CL 


ti—2 


1,1 


+ 

+ Cin-l. 


n ^1 


oc n + a n jo\ + a t ix n + a 22 




n - Z 


… + I 

， a u ) 的和，第 3 列是 


解 此行列式的第2列是两组数 ( a ， x 2 ，… ， a n ，…， <2 U ) 的和，第3列是三 
组数的和，…，第 n 列是 n 组数的和，从而这个行列式可以拆成2 • 3 • 心” • W = 个行列 
式的和。在这 n ! 个行列式中，第2列为 U n ， 如，…， a n )' 的行列式，由于第1列与第2列 

成比例，因此行列式的值为0;第2列为（:^，心，…， x „ /的 +/ z ! 个行列式中，只要第 j 列不 


是取 ( j : 厂 1 


-1 


，:^厂 1 )'这一列，那么必有两列成比例，从而这样的行列式的值为0。因 


此可能不为0的行列式只有 一个: 


Xi 

x\ … 

一 n — 1 
工1 

X 2 

m 

滅 

d … 

• 

▲ 

xT l 

珍 

• 

w 

m 

x n 

■ 

暑 

丫 2 **« 

_ 

_ 

一《 ~ 1 
oc n 


这是范德蒙行列式，从而原行列式的值等于 

XX u 

*例11计算 rz 阶行列式 （ n >2): 


力 ）• 




■ 
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D 


n 


Xl 

Xi 

… 工 tl 

x„ 

^1 

• 

x\ 

• 

… xl-i 

• 

X 2 

• 

# 

* 

n 2 

畚 

• 

参 

參 

rt — 2 

參 

參 

〜 n 2 

Cl 


… ^1 

x n 

x\ 

xl 

… x n n -x 

x n 


分析 这个行列式与范德蒙行列式的区别仅在于第 n 行不是 …，: ^厂 1 )。 
为了利用范德蒙行列式的计算公式，在原行列式的第 n 列右边添加一列 
(1，： y ，： y 2 ，…， y _2 ， y — 1 a ”）'。 在第 n — 1 行和第 w 行之间插进一行 
(^ r 1 ，工 r 1 ，."，<=丨 , xr ! ，: v " _1 )。 形成一个《十 i 阶行列式 D n + 1 ，它的 o ， rz + i ) 元的余子 
式即为，也就是 D n + 1 的完全展开式中 y 1 — 1 的系数乘以（一 i )” +( rt +1) 即为认。 



工 1 

oc\ 



Xz 

x \ 


X 

X 



2 



X 


X 



y 


y 


2 




n+1 




X 


n ~2 


n 


y 


n — 2 



Xi 


xr 1 … 工 : r 1 v 1 

X 2 … x n n y n 


=(y ~ — x 2 ) 999 (y ~ x n ) 1 了 ix { — ^ )• 

D n+l 的完全展开式中的系数为 

- ixi + 12 + …+ 工”） YJ ( 工 f — 工)） 

因此 D n =— (― 1) 朴(奸。（心+〜+… + x rt ) XT ( A — %) 

= (xi + Xz -\ - + JOn) 丄 1 (A — A ) 


习题 2. 4 


1. 计算下列行 列式: 


(1) 

1 

— 2 

0 

4 

(2) 

2 

— 4 

— 3 


2 

— 5 

1 — 

-3 


-3 

1 

4 — 


4 

1 

-2 

6 

_ 

f 

7 

2 

5 


— 3 

2 

7 

1 


4 

-3 

-2 

(3) 

A — 2 

— 2 

2 


(4) 

A -2 

-3 

— 2 


— 2 

A -5 

4 

舍 

， 



A — 8 

— 2 

1 

2 

4 

A -5 


1 

2 

14 

A + 3 



2.4 行列式按一行（列）展开 


2,计算 n 阶行列式 （ n >2): 


d \ 


CLl 
一 1 


0 


o 

-2 


• • 


^ 71^1 

0 

0 


0 


3. 计算 n 阶行列式 （ n >2): 


0 


0 


n -1 1 


4. 计算 n 阶行列式 


D 


n 


2a a 2 0 


2a a 


2 


0 

0 


0 


1 2a a 2 


0 

0 

0 


0 0 0 0 
0 0 0 0 


1 

0 


5. 解 方程: 


1 

1 

… 1 

X 

Cli 

… ^^1 

x 2 

拳 

a\ 

攀 


■ 

• 

广 1 

9 

ar 1 

# 

■ 

… d 


其中 ^1 ，<22，…是两两不等的数。 

6. 计算 n 阶行列式（《>2): 

12 2 


2 

2 


2 

2 


2 

3 


2 

2 


2 2 
2 2 


7. 计算 w 阶行列式 


2 

2 

2 


2 

2 

2 




2 71 _ 1 

2 2 



_ 
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z z 


Z Z 

8. 计算 n 阶行列式 ( tz >2): 


Z 


Z 


X y 

z x 


1 

2 

3 


2 3 


« • • 


n 


3 

4 


4 

5 


n 


n 

1 

2 


n 1 


2 


* • » 


n 一 2 n 一 1 


9. 用本节典型例题的例 8 的结果，计算下列 n 阶行列式 
( 1 ) 


( 2 ) 



1 十工 1 夕 2 … 

l+xty 

1 十工 2jl 

_ 

l+x 2 y 2 … 

* 

1 十工 2：y 

* 

攀 

• 

1+or^i 

# 

_ 

l+x n y 2 … 

酱 

暑 

l+x n y 

1 + Z t 

t … 

t 

1 


t 


t 


2~\~t t 

t 3 + ^ 






t 


# 

# 


t t t 

I 

10. 计算 n 阶行列式 （ n >2): 




1 1 

d \ 0 

0 a 2 


» • * 


1 

0 

0 


0 0 


a 


其中… 

11. 计算 n 阶行列式 


D 


n 


5 3 0 0 
2 5 3 0 


0 


2 5 


3 


0 0 
0 0 
0 0 


0 0 0 0 


2 5 


12. 计算 《 阶行 列式: 


% 


夕^夕 •： 
V- V- V- i 


V- V- ^ 

V- X Z •: 

X Z ^ **. 


D 


克莱姆 ( Cramer ) 法则 




63 




1 + x 2 x 0 0 … 0 0 

x 1 + X 2 x 0 … 0 0 

D„ ― 0 x 1 + x 2 3C *•* 0 0 

攀 * • • « _ 

_ • • « • _ 

• • # « » * 

0 0 0 0 …X 1 +X 2 

13. 计算 n 阶行列式 (n>2): 

1 1 … 1 

■Ti + 1 工 2 十 1 … X„ + 1 

oc\ + Xi x\ + X Z ■ x\ + X n 

oc\ + x\ x\ + x\ … x\ +x z n • 

• • • 

i % m 

* « 攀 

xr 1 + - rr 2 xr 1 + : r 2 … xr 1 + ( 2 

n 计算 n 阶行 列式： 

1 — a\ a 2 0 0 0 0 

— 1 1 — a 2 a 3 0 0 0 

0 - 1 1 — az 0 0 . 

* • • # 龜瘺 

« 華 _ _ _ 畲 

鲁 « _ _ « _ 

0 0 0 0 — 1 1 — a n 

2. 5 克莱姆 (Cramer) 法则 


2.5.1 内容精华 

现在来回答本章开头提出的 问题： 对于数域 K 上/ X 个方程的《元线性方程组，能不 
能直接从方程组的系数和常数项判断它有没有解？有多少解？ 

ciwoci + a lz x 2 + + cii n x n = , 

a Z iXi -j-a 2 2X 2 H -+ a Zn x n = h 2 , ⑴ 

♦鲁# ♦# 縟 «#♦ • • • ♦攀 ♦ 

a n \x x +a n 2 x 2 ~\ - h a m x n = b n . 

方程组 （1) 的系数矩阵记作 A ， 增广矩阵记作足对增广矩阵 I 施行初等行变换化成阶梯 
形矩阵; r ， 此时系数矩阵 a 被化成阶梯形矩阵 j ， 其中 j 比； r 少最后一列。 

根据第1章 1. 2节的定理1，如果相应的阶梯形方程组出现 = d (其中 d 关 0)” 这种 
方程，那么原方程组无解。此时 J 必有零行（了的这一行（0,…， 0， cO 对于 J 来讲是 
(()，•••，0))，从而丨 J | =0。 

如果相应的阶梯形方程组不出现 “0=^( 其中 d #0)” 这种方程，那么原方程组有解。 
此时当 I 的非零行数目小于未知量数目 n 时，原方程组有无穷多个解。这种情形了有零 
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行，从而 J 也有零行，于是|/|=0。 

如果相应的阶梯形方程组不出现 “0 = ^( 其中 d #0)” 这种方程， 并且了 的非零行数目 

I 

等于未知量数目 W ， 那么原方程组有唯一解。这种情形 J 的非零行数目也等于 w (否则，相 
应的阶梯形方程组会出现“0 =以其中 d 关 0)” 这种方程）。于是 J 有 n 个主元，它们位于 
不同列，因此 J 必定形如 


Cll C l2 … C 1?J 
o C ZZ … c 2n 


0 0 … 

其中 C n <22 ,…全不为 0 。 从而 

I / I == CnCzz-^c^ ^ 0. 

上述 表明： 原线性方程组无解或有无穷多个解时，|/| =0;有唯一解时， IJI 关0。由 
此 得出： 

原线性方程组有唯一解当且仅当 I / I #0。 

根据行列式的性质2、4、7,得出 


I J | = Z 丨 A | ， 

其 中/是 某个非零数。因此1/1关0当且仅当 | A | 关0。结合上述结论，便 得出： 

定理1数域 K 上”个方程的”元线性方程组有唯一解的充分必要条件是它的系数 
行列式（即系数矩阵 A 的行列式 | A |) 不等于0。 ■ 

从定理1的证明过程看到，关键是利用行列式的性质2、性质4、性质7,得出 


如果 




那么|/| = Z | A | ，其中 Z 是某个非零数。 


推论1数域 k 上〃个方程的 w 元齐次线性方程组只有零解的充分必要条件是它的 
系数行列式不等于0。从而它有非零解的充分必要条件是它的系数行列式等于0。 ■ 

现在来回答 n 个方程的 n 元线性方程组有唯一解时，这个解能不能用原方程组的系 
数和常数项表达？ 


两个方程的二元一次方程组有唯一解时，它的解为其中 B ^ B 2 分别 

是把系数矩阵 A 的第1、2列换成常数项得到的矩阵。由此受到启发，把 w 个方程的 n 元 
线性方程组 （1) 的系数矩阵 A 的第 j 列换成常数项，得到的矩阵记作尽，）=1，2,…， n ， 即 






… a ln 

Bj — 

“21 

• 

• 

… a 2 , 广1 b z 

* • 

• 拳 

a 2 t j+l 

% 

• 

… a Zn 

m 

• 


« 

<^nl 

• 拳 

… A ， 厂1 K 

攀 

a n 9 j+l 

… a m 


\ / 

定理2 n 个方程的 n 元线性方程组 （1) 的系数行列式 | A | 关0时，它的唯一解是 
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= Y ~ A] bi ^ = bim 

因此有序数组 （2) 是线性方程组 （1) 的一个解。 ■ 

从定理 2 的证明过程 看到，季学旱巧早 彳73 芩 竿 了彳 7 ( 歹~ 早厅苹 a : «阶行列式 iai 

的第/行元素与第*行相应元銨嘉孕僉 Am 余幺和•，当 • i=k &，为 iai ; 当# 是 

时，为0。 n 阶行列式的第 ； 列元素与自己的代数余子式的乘积之和等于这个行列式 
的值。 

在定理2的证明过程的第3步，把 | B , 丨按第 j 列展开，注意|私 | 的 U ， j ) 元的代数余 
子式与 iai 的 a ， p 元的代数余子式—致。第4步利用了双重连加号可交换次序。 

由此可知，利用行列式的性质2、性质4、性质7和行列式按一行（列）展开定理，可圆 
满地解决 7 Z 个方程的 n 元线性方程组直接从系数和常数项判断它是否有唯一解，以及这 
个解的公式表示问题。定理1和定理2合起来称为克莱姆 (Cramer) 法则。 


2.5.2 典型例题 


例1判断下述数域 K 上 n 元线性方程组有无解？有多少解？ 

Xi + ax 2 ~h a 2 sc 3 + *** + a 7 ^ 1 x n — bi > 

Xi + a 2 x 2 + a 4 x 3 十 ".+ a 2(rr_1 ) jc n = 6 2 , 

• 參 # « • • ##♦ « • # « « • 櫸畢畢 

xi + a n :c 2 十 a Zn x z + … + a n<n_1) x n — b n , 

其中 a 关 0 并且当 0< r <72 时，弇1。 

解 由于 a 关 0 且当 0< r < w 时， 〆 关1，因此 a , a 2 ,-, a n 是两两不等的非零数。上 
述方程组的系数行列式为 
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a a 


2 


a 2 a 4 


a 


广 1 

2 C «-1) 


a 71 a 2n 


a 


n(n-l) 


a 


a 


a 


2 


a 


n 


a 


4 


a 


Zrt 


a 


1 2(n-l) 


a 


n^n —'1) 


上式右端是范德蒙行列式，由于 〜“，•••，/ 两两不等，因此这个范德蒙行列式的值不等 
于0。从而上述线性方程组有唯一解。 

例 2当 A 取什么值时，下述齐次线性方程组有非零解？ 


(A — 3)xi - x 2 + x 4 

— Xi + (A — 3)jt 2 + 

工 2 十（又 一 3) J： 3 — 

Xi — x 3 + (A — 3 )j ：4 


解 此方程组的系数行列式为 


0, 


= 0, 
= 0， 
= 0 . 



= (A-3)a —5) A_2 



= (A-3)(A-5)[(A-2) 2 -1] 


= (A 一 1 )( 又一 3) 2 (A — 5). 


从而上述齐次线性方程组有非零解 
<=» (A-1KA —3) 2 (A —5)=0 
<=> A = l f 或 A = 3, 或入 = 5. 

例3讨论下述数域 K 上线性方程组何时有唯一解？有无穷多个解？无解? 

+ OJC z + 而 = 2 , 

^ jc\ oc% 2thx3 ~ 2 ^ 

Xi + x 2 — bxz =— 1. 

解 此方程组的系数行列式为 


2.5 克莱姆 ( Cramer ) 法则 
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1 

a 

1 


1 a 

1 

1 

1 

26 


0 a + 1 

-1 + 26 

1 

1 

—b 


0 — a 十 1 

-1-b 


a 1 

-1 + 26 


-a + 1 —1 + 26 

a 1 

— 1 — b 


0 -3b 


=(1 十 1)(-36) = 3U-m 

于是上述线性方程组有唯一解 

< ~> 3(a — l)by^O , 

< 且 b ^ O , 

当 a = l 时，对上述线性方程组的增广矩阵施行初等行变换化成阶梯形 矩阵: 


rl 1 

1 


rl 

1 1 

2、 

i i 

2b 2 

― ► 

0 

0 2b 一 1 

0 

1 1 

\ 

— b — 1 

> 


0 

V. 

0 -6-1 

— 3 

j 



rl 

i i 

2] 


1 

i 

1 

2、 


0 

0 — 3 

— 6 


0 

0 

1 

2 


0 

\ 

0 — b — 1 

-3 

> 


0 

0 

— b — 1 

— 3 


(1 1 1 2 1 

― 0 0 1 2 

0 0 0 26—1 

^ J 

当26— 1弇0,即6关 j 时，相应的阶梯形方程组出现“0 = 26 — 1”这个方程，从而原线性方 


程组无解；当26 —1 = 0,即6 = +时，原线性方程组有无穷多个解。 
当 b =0 时，对原方程组的增广矩阵施行初等行 变换： 


fl a 1 
110 
110 



1 0 — 1、 
1 0 2 


1 a 







无论 a 取何值，最后一个矩阵都是阶梯形矩阵。由于相应的阶梯形方程组岀现“0 = 3”这 
个方程，因此原方程组无解。 

综上所述，当 a 关1且 b 判 时，原线性方程组有唯 一解； 当 a = l 且+时，原线性 


方程组有无穷多 个解； 当 a = l 且6关 | 时，原线性方程组 无解； 当6 = 0时，原线性方程 
组也无解。 

点评： 像例 3 那样，对系数带有字母的线性方程组讨论字母取何值时，方程组有唯一 
解？有无穷多个解？无解？通常的做法是先计算方程组的系数行 列式； 然后确定方程组有 
唯一解时当且仅当字母不能取哪 些值； 最后讨论字母取这些值时，方程组是有无穷多个解 
还是无解。这一步通常是把方程组的增广矩阵经过初等行变换化成阶梯形矩阵后来讨论。 
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思考： 建立平面直角坐标系，分别考虑例3的线性方程组有唯一解，有无穷多个解， 
无解时，坐标为的点组成的集合是什么样子？ 

习题 2. 5 

1. 判断下述数域 K 上线性方程组有无解，如果有解的话，有多少解？ 

r x \ + 4 x 2 9 x 3 = b \ j 

j A + 8 jc 2 十 27x 3 = b 2 ? 
jci + 16 工 2 + Slx 3 = 6 3 . 

2. 判断下述数域 K 上线性方程组有无解，如果有解的话，有多少解？ 

r a\x l + a\x z + •** + a\x n = , 

a\xi + a\x t + + a\x n = b z ^ 

_#« «#_ ••• * • • ••• 

a^ 1 sc ： + a^ 1 jc 2 H - \-a^ l x n = b n , 

其中 〜， a 2 , …， 是两两不等的非零数。 

3. 当 A 取什么值时，下述齐次线性方程组有非零解？ 

'(A — 2 )xi — 3 x 2 — 2 x 3 = 0, 

^ — 工1 + (A — 8) x 2 _ 2 x 3 = 0， 

2 x \ + 14 x 2 + (A + 3 ) X3 = 0 . 

4. 当 a 、6 取什么值时，下述齐次线性方程组有非零解？ 

^CLTi + X 2 + JC 3 = 0 , 

J xi + bx 2 + x z = 0 ， 

Xi + 2&r 2 十 X 3 = 0* 

v 

5 . 当取什么值时，下述数域 K 上线性方程组有唯一解？有无穷多个解？无解? 

axi + x 2 + x z = 2 , 

J Xi + bx 2 + x 3 = 1, 

X\ + 2bx z + J ：3 — 2. 

6. 讨论下述数域 k 上线性方程组何时有唯一解？有无穷多个解？无解？ 

^ax\ + xz+xz = 2 9 

J xi + bx z + x 3 = 1 ， 

xi + 2bx z + 工 3 = 1- 


2.6 行列式按 fc 行(列)展开 


2 . 6.1 内容精华 


行列式可以按一行（列）展开，能不 能按々 行（列）展开？这首先需要&阶子式和它的 


2.6 行列式按 A 行（列）展开 
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余子式的概念。 

定义1 W 阶行列式 I A | 中任意取定々行、々列（1<々<72)，位于这些行和列的交叉处 

的々 2 个元素按原来的排法组成的々阶行列式，称为 1 AI 的一个 A ： 阶子式。 取定 | A | 的第 

z ' i ，••_，“行 ( ACGC …<4)，第久， j ’ 2 ，…，^列，所得到的々阶子式 
记作 


A 


2l 以 2， …， U 

ji ，]2 ，… ，jk 


( 1 ) 


划去这个々阶子式所在的行和列，剩下的元素按原来的排法组成的 （ n —幻阶行列式，称为 
子式 （1) 的 余子式 ，它前面乘以 


— 2)(^1+* 




则称为子式 （1) 的代数余子式。令 


“’1，八，…， 〆 《-*} = {1,2, , n }\{ i ! 9 i 2 ，- •* , z A } , 

{/i ， j’2，•••，) “ } = U ， 2, … ， w}\{ji ， 夂 ，…， _；、} ， 

并且 〈… 〈^^，/〈^〈…〈/^，则子式⑴的余子式为 


• / 


A / 充 1 ， Z2 ，…，艺 ㈠\ 

A " " V (2) 

\J 1，，2，… Jjn-k ) 

定理 l(Laplace 定理） 在 n 阶行列式| A | 中，取定第 （ ， i 2 ，…， i k R ( Zl < f 2 <〜< z A )^[J 
这々行元素形成的 所有々 阶子式与它们自己的代数余子式的乘积之和等于 | A | ，即 


艺1 … Ok 


I 八卜 2 J A (: : : u - i ) 

<) 2 0.<々0 \Jl ^ J 2 ，•••，）是 


<1 


+&)+(々+〜+々） 


A^.; ,Z2 /*" ,z r i. (3) 

3 1 fjz ， … ^Jn~k 


证明 （3) 式左端 | A | 是”！项的代数和，现在来看右端是多少项的代数和。右端的 
连加号中共有 C : 个乘积项。在每个乘积项中4阶子 式有幻 项，它的余子式有 （n — 是）！ 
项，于是它们的乘积有々！ （ n —々）！ 项。因此右端的项数为 


C k n k ! ( n — 是）！ 


n \ 


k \{ n ~ k ) 


k \{ n ~ k ) \ = n \ . 


这”！项两两不同。如果能证明右端的每一项都是 | A | 的一项，那么右端的 n 
好是 \ A\ a 

在 (3) 式右端中任取 一项： 


项的和正 




(一 1) 


H - ^>+<>1 H - K ；*) 


— 1)r w • 气〜 


*2^2 〜， (4) 

其中 … ilk 是 ， j 2, …， jk 的一个々元排列，幻1奶中％-*是_/"1，/ 2 ，… ，/- A 的一个 n~k 
元排列。 


在 （3) 式左端有如下一 项： 

(— l) rCl i … >+r ( 叫 ..-MaWk) ai 

根据 2. 1 节典型例题的例 5 的结果，有 


n ^ 

l^i l k^k l \ v \ 


••a 


rr—k V rt—k 


(5) 


— l) rC( l •“ i/A …奶… 


k 


kO - hk ) 


k 




ka^rk') 

2~ 


= (- l) Ci 


H - H k >十() 


+ A ) (— 


因此 （5) 式与 （4) 式相等。这证明了 （3) 式右端的每一项都是左端 | A | 的一项。从而 （3) 式 
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成立。 



定理1称为拉普拉斯 (Laplace) 定理（或行列式按 A 行展开定理）。 


把定理1中的“行”换成“列”仍然成立，称为行列式按&列展开定理。 
推论1下式 成立： 


an … a lk 0 

拳 # _ 

• •參 

• m • 

a k \ … akk 0 

^li … c lk b n 

• •營 

• « 争 

• • • 

^rl ••• Cffi b r \ 


… 0 


• 

• 

• 

… 0 


汉 11 

… a Xk 

摯 


bn … b lr 

m m 

… b lr 

m 

_ 

… brr 


• 

• 

<^k\ 

攀 

• 

… dkk 

% 

_ • 

• m 

brl … br 


( 6 ) 


证明把 (6) 式左端的行列式按前 6 行展开，这々行元素形成的々阶子式中，只有左 
上角的々阶子式的值可能不为0,其余的 A 阶子式一定包含零列，从而其值为0。左上角 
的是阶子式的余子式正好是右下角的 r 阶子式，并且（一1) (1+2+ … +” + (1+2 — + A ) = l 。 因此 
(6) 式成立。 ■ 

令 


A - 

^11 

• 

• 

• 

… 

• 

• 

• 

,B = 

汤 11 

• 

參 

• 

… b lr 、 

• 

• 



… Clkk 

j 


b r \ 

… 

J 


c ~ 

^11 

« 

% 

4 

… C ik ^ 

« 

暑 

,0 

^ 0 

# 

« 

• 

… 0 、 

• 

• 

_ 


C r i 

V 

… 

J 


0 

… 0 

J 


则 （6) 式可以简写成 


公式 （7) 是非常有用的。 


A 

C 


0 

B 


= | A | | B 


(7) 


2 . 6.2 典型例题 


例1计算行 列式: 


0 … 


0 … 
^11 … 


brl • 


0 

參 

m 

0 

b lr 



an … a lk 


<^ k \ 

… Clkk 

c ll 

… c Xk 


參 


^ rl • • • ^rk 


解把行列式 (8) 按前 6 行展开，得 


原式 = 

• 

• 

蠡 

… a Xk 

m 

m 

% 

• ( — i )( l +2+ … +4>+[(41)+<^+2)+ … +( 斗 A )] • 

bn 

參 

_ 

華 

… bl r 

_ 

• 

鬃 


<^ k \ 

… ay , 


bri 

• •• h 

^rr 


(8) 
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an 


<^\k 




(- 1 ) 


a k \ … CLkk 




例 2 设 | A | 是关于1，2,…， n 的范德蒙行列式，计算 1 A 1 的前 TZ —1 行划去第 j 列得 


到的 W — 1阶子式: 


其中 ）6 U ，2，".， n } 

解 


o 


1 ，2，…，;2 — 1 
1 ，…， J — 1 jj + 1 ，…， W 


1,2 ，…， n — 1 

]_，•••，）_ 1， ） + 1，…， w 


♦鷗華 


0 - I ) 2 (i + 1) 2 


• n 


11^ 2 2"~ 2 … （） 一 ir - 2 () + D ^ 2 … 

(2 — 1) *** C — 1) — l][(j + l ) — 1 ] … （w — 1)*(3 — 2)". 

[(7 — 1) — 2][(j + l) — 2](w — 2).(4 — 3) … [(j — 1) — 3][(j + l) — 3] 

(72 — 3) • … [(J + 1) — (j — 1) ]•••[?! — (j — 1)][(J + 2) — (j + 1)] •… 

[7? 一 (j + 1)3 * •••〔« 一 一 1)] 

(n 一 1) \(n — 2) ! {n — 3 ) ! * * * ( — j ~\~ 2} ]{n 一 j H~ !)!(?? 一 j 一 

ij — 1) (7 — 2) (j — 3) …2 • 1 


2»-2 


n— 2 


線 V •设 ! = ca H 外 

例 3 计算下述 2 n 阶行列式（主对角线上元素都是 a ， 反对角线上元素都是 空缺 
处的元素为 0): 


n~Z 


n —2 


a b 


解每次都按第1行和最后一行展开，得 


D 2n 


— i >( l +2”)+ U +2 rt ) 


b a 


2 71 —2 


(a 2 — 6 2 ) (— l)Cl+C2^2)] + [l-h(2^2)] # 

b a 


( a 2 - b 2 ) 2 D 


2n-4 




( a 2 -6 2 )^ D 2 = ( a 2 -6 2 )\ 
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习题 2. 6 

1. 计算行 列式： 

2 3 0 0 0 

—1 4 0 0 0 

37 85 1 2 0 . 

29 73 0 3 4 

19 67 1 0 2 

2 . 计算行 列式： 

… a ik c n … c lr 

m • • • 

« 參 # • 

參 • • • 

a k \ c k i 

蜃 

0 ••• 0 bn **• bir 

• 争 》 • 

• • • • 

• • • • 

0 … 0 b rl … 

3. 设 | A | 是关于1，2,…，〃的范德蒙行列式，计 算： 

( 1 ) ^ / 1,2 ? **• , n — 1 、 ( 2 ) ^ / 1,2 , , n —1 

(2 ， 3， _"，w / (1 ， 3， _••，w 


补充題二 


1. 在空间右手直角坐标系[0 ; ^，《 2 ，&]中，两个非零向量 fl ， ft 的坐标分别为 


(辽1 ，“2，0)，（厶1，厶2，0)。 

(1) 求以 a 4为邻边的平行四边形的面积，并且把结果用一个行列式 表示; 

(2) 求以 aj 为两边的三角形的面积，并且把结果用一个行列式表示。 

解 （1) 以 a ，6 为邻边的平行四边形的面积 S : 为 

Si = | a | | ft | sin<a,ft> =\ aX b 


由于 aXb = (a^i +a 2 e 2 ) X Cb 1 e l + b 2 e 2 ) = —a 2 ^i)«3 ^ 


因此 Si = I iaib 2 — ci 2 bi )e 3 I = I aib 2 — dzbi \ 


ai 

a 2 b 2 


(2) 以为两边的三角形的面积3 2 等于以 ad 为邻边的平行四边形的面积 Si 的 


一半，因此 


S 2 



cli bi 

a 2 b 2 


2, 在空间右手直角坐标系[0;仏 ， e 2 ，心] 中，三个非零向量的坐标分别为 


(6^1，£12，“3)，（办1，厶2,办3)，（（1，（2，（3). 


补充题二 
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求以 a . b ^ c 为棱的平行六面体的体积，并且把结果用一个行列式表示。 
解以 a ， b ， c 为棱的平行六面体的体积 V 为 

V = \ aX b \ \ c \ \ cos < c,a X b ) \ 

= | aX b * c I . 

由于 

a X = (七 q + a 2 e 2 十 a 3 e 3 ) X (匕 q + b z e z + 6 3 e z ) 


因此 


d\b z e z — a\b z e z — a 2 bi ~ha 2 b 3 e\ + a 3 bie 2 — a^b 2 e x 


a 2 b 2 
a 3 63 


ei 


ai b } 
^3 bi 


ez 


cii b } 

a 2 b 2 


e 3 


从而 


aX b 


a 2 


b 2 

bz 


C \ 


CL \ 


<2l b\ C\ 
d 2 C2 

^3 bz C 3 



bi 

b z 


C 3 


a x bi Ci 


V = a 2 b 2 c 2 

^3 ih ^3 

点评： 从第 1、2 题看到，由平行四边形的面积和平行六面体的体积引出了二阶行列 
式和三阶行列式。一个二阶行列式可以表示以它的第1、2列为坐标的两个向量张成的平 
行四边形的定向面积；一个三阶行列式可以表示以它的第1、2、3列为坐标的三个向量张 
成的平行六面体的定向体积。这就是二阶行列式和三阶行列式的几何意义。 


3. 求元素为1或0的三阶行列式可取到的最大值。 


解为了使元素为1或0的三阶行列式取到最大值，应该尽可能使带正号的项其3 
个元素的乘积为1，带负号的项其3个元素的乘积为0。如果行列式的三个带正号的项全 
等于1，那么这个三阶行列式的元素全为1，此时两行相等，行列式的值为0。考虑两个带 
正号的项等于1，三个带负号的项其3个元素的乘积为0,此时行列式的值为2。例如 


0 1 1 

1 0 1 =1 + 1 = 2 . 

110 


因此元素为1或0的三阶行列式可取到的最大值为2。 

4. 求元素为1或一 1的三阶行列式可取到的最大值。 

解据习题 2 . 2的第6题的结果，元素为1或 一 1的三阶行列式的值必为偶数。 
由于三阶行列式共有6项，且由于其元素为1或一 1，因此这6项或为1,或为 一 1。 
假设这6项全为1，则行列式的值为6。此时有 


參 
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U \\ < 222^33 ~ 1 ^ ^12 ^ 23^31 = 1 ， ^ 13^21 ^32 ~ 1 » 

^13 ^ 22^31 1 , ^ 12 ^ 21^33 ：= ^ 11 ^ 23^32 ^ 1 * 

由此得出 


ana 22^33^12^23^31^13^21^32 — 1> 

^13 ^22 ^31 ^12 ^21 ^33 a ll ^23 ^32 = 1 - 

上述两个等式的左边都是三阶行列式的9个元素的乘积，于是得出矛盾。因此元素为1 
或一 1的三阶行列式的值不可能等于6。 

— 1 1 1 

1 一 1 1=( 一 1) + 1 + 1 — ( 一 1) — ( — 1) — ( — 1) = 4. 

1 1—1 

这表明元素为1或一 1的三阶行列式可取到最大值为4。 

思考： 元素为1或一 1的三阶行列式的值可不可能等于一6? 

5. 设 n >3, 证明： 元素为1或一 1的 / Z 阶行列式的绝对值不超过— 1)!(„一1)。 

证明 从第4题和它后面的思考题可知，元素为1或一 1的三阶行列式的绝对值不 
超过 4=(3 —1)! (3 — 1) 0 

假设对于元素为1或一 1的 n -1 阶行列式命题为真。现在来看元素为1或 一 1的 7 Z 
阶行列式 | A |。 把 | A | 按第1行展开，得 

I A | = a xl An + a 12 ^ A 12 + … + a ln A ln . 

由于％ = ±1，且（一 lV ^ Ai ，是元素为1或 一 1的 n ~ l 阶行列式，因此据归纳假设，得 

| A | 1 = | a n A n + a 12 A 12 + …+ a ln A ln | 

^ I «n I I A u I + I a 12 I I A 12 I + … + \ a ln \ I A ln 

<(n 一 2) ! (n 一 2 )n = (n 一 1) ! — - ^ri 

n — 1 


<(/z- 1) !(n- 1) ■ 

6 . 求元素为 1 或 一1 的 4 阶行列式可取到的最大值。 

解 从第5题的证明过程可以 看到： 元素为1或 一 1的4阶行列式的绝对值不超过 
(4-2)! (4 一 2)4 = 16。 



因此元素为1或一1的4阶行列式可取到的最大值为16。 

7. 设 n >2 .证 明： 元素为1或 一1 的 / z 阶行列式的值能被2”- 1 整除。 

证明 设 IAI 是元素为1或一1的 n 阶行列式 U >2)。 把 | A | 的第1列中元素为一 1 
的行提取公因子一 1，得 
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1 

bi 2 

… 


1 

办 12 

… b ln 

A \ =(- l) m 

1 

• 

• 

_ 

^22 

參 

參 

• 

… b ln 

畢 

% 

— (- l) m 

0 

_ 

* 

% 

Czz 

m 

% 

« 

… C Zn 

• 

鲁 


1 

bnl 

… b m 


0 

Cftl 

參# 禱 

^ rm 


=(—ir 

ClZ 

m 

m 

m 

… c 2n 

• 

% 

(— 

<^ZZ 

• 

• 

• 

… b ln 

m 

% 

_ 


^n2 

^ rm 


d n t 

… 


其中最后一步是由于 qy 为2,或一2,或0,因此每一列可提出公因子2。此时 A 为1，或 
一 1，或0。从而最后一个 n —1 阶行列式的值为整数。因此 | A | 能被 1 整除。 ■ 


应用小天地 :行列 式的应用举例 


例1 斐波那契 （ Fibonacci ) 数列是 

1，2,3,5,8，13,21，35，--. 


它 满足： ^=1,^=2. 

(1) 证明 Fibonacci 数列的通项 F „ 可由下述行列式表示: 

I 1 — 1 0 0 … 0 0 


F 


n 


1 

0 


1 — 1 0 … 0 0 
1 1 _ 1 … 0 0 


0 0 0 0 — 1 1 

0 0 0 0 — 0 1 


0 

0 

0 

» 

參 

1 

1 


(2) 求 Fibonacci 数列的通项公式。 
(1) 证明 把上述 n 阶行列式按第 


列展开，得 


F n = F 3 


1 • (― 1) 2+1 (—1)PV 2 ^ F^+F 


n - 2 


( n > 3) 


上述形式的 1 阶行列式的值为1，2阶行列式的值为2。因此 Fibonacci 数列的通项 F „ 可 

由上述行列式表示。 ■ 

(2) 解 令 a +/3 = l ， a /3 = —1，则0；，0是方程 

x 2 - x — 1 = 0 


的两 个根: 


1+V5 


， P 



于是 


a 
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F n 


a + 择 ap 0 

1 a ~\~ p ap 

1 a + /? 


• # « 


0 


0 

0 

0 


0 

0 

0 


0 

0 

0 


0 

0 


0 

0 


0 

0 


• • • 


1 a + 卢 a 口 

0 1 a + 芦 


根据本章 2. 4 节的典型例题的例6,得 




a 


fr+l 




a 






l+vf j 


n+l 


~^5 


rt+l ■ 


例 2 设八⑴ 是可微函数， j < n 0 令 

fnU) / 12 ⑴ 


Fit) 




21 


(O fzzU) 


m m m 


争 # _ 


/ u ⑴ 

flnit ) 


fnl (t) fnzit) 


/如⑴ 


证明: 


争⑴ 


n 




s 


fn(t) 

/l2 ⑴… 


… fln(t) 

fn(t) 

_ 

,22 ⑴… 

攀 

通 

… fzAt) 

• 

_ 

_ 

參 

fra(t) 

攀 

參 

人 2⑴… 

v 

« 

_ 

… frmU) 


证明 


d 


d/ ⑴ = ^r s (—i 严 1 i2 “ v 八⑼心⑴ … 八”⑴ 




S (― 1) 


) d 


2 


K 石 [/qi (^)] 




n 


i n 


E (—i) 叫 w 2 ⑴八 2 ⑴ … 去 a, ⑴ … 心⑴ 


n 


2 "V 


2 S (-1) 〜 fiil ⑴ f h 2 ⑴… y ⑴… finn ⑴ 


n 




11 


⑴ / 12 ⑴ 



Ij 


丨⑴ 


• * 


fuU ) 


fz\ (^) fzz (^) 






» # 


hn ⑴ 


■ 


fnl (O /"2 ⑴ 


• # 


d 

dt JnJ 


⑴ 


鲁争 


/ 亦⑴ 


例 3 实系数三元多项式 /( x ，： v ， z )= JC 3 + y 十？ 一 有没有一次因式？如果有， 
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肇 
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把它找出来。 

解 


X 3 + + z 3 一 3 x ^2： 


X 

y 

z 


x y ^ z 

: y 

z 

Z 

X 

y 


x + y + z 

X 

y 

y 

z 

X 


x + 3 ; + 2 : 

z 

X 



y z 


(x + y + z) 



y 

X 


= (工 + y + 之 ) {x 2 -\- y 2 ~\r z 2 — xy — xz — yz). 

因此 /( x ，： y ， z ) 有一个一次因式 0 + ：y + ；2：) 。 

注：可以证明 ： c 2 + y 2 + sr 2 — xy — - jcz — yz 不能分解成两个一次因式的 乘积。 读者不 
妨试证之。 


例4将下述有理系数三元多项式幻因式 分解: 


g ( xjy f z ) = 


0 x y z 
x 0 z y 
y z 0 x 
z y x 0 


解 将 4 阶行列式的第2、3、4列都加到第1列上，第1列有公因子 (x + y + z ) 可以提 
出去，因此 g ( x ，： y ，2：)有一个因式 (x 十： y + z ) 。 

将原4阶行列式的第2列乘以1，第3、4列乘以一 1，都加到第1列上，第1列有公因 
子 x —：y — z 可以提出去，因此 g (* r ，： y ，2：)有一个因式 (•r — y — 之）。 

将原4阶行列式的第1、4列乘以一 1，第3列乘以1，都加到第2列上，第2列有公因 
子 x + y — z 可以提出去，因此 g (: c ，： y ，20 有一个因式 (x + ：y — ^) 。 

将原4阶行列式的第1、3列乘以一 1，第4列乘以1，都加到第2列上，第2列有公因 
子 x — y + z 可以提出去，因此貧0,7,2：)有一个因式(:?:_3^ + 2：)。 

由于幻是4次多项式，因此 


g(jc,y,z) = a{x ~\~ y z) {x — y — z){x y — z) {x — 3 / + z). 

为了确定 a 的值，分别用 0 ,0，1 代入，则 4 阶行列式为 

0 0 0 1 
0 0 10 

-(-1)“_ .1-1. 

0 10 0 
10 0 0 


又片 (0,0 ， l)=a • 1 • (― 1) • (― 1) • l=a, 

因此 <2 = 1。从而 

g(x 9 y 9 z) = ix + y + z^> ix + y — — y ~\~ z~) (x — y 一 2 ：). 


例 5 计算实数域上〃阶三对角线行 列式: 


# 
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a 厶 0 0 … 0 0 0 

c a 6 0 •** 0 0 0 

0 c a 6 … 0 0 0 

♦ « « « 攀 》 _ 

春 •■華 » • • 

m m m m 肇# _ 

0 0 0 0 ••• c a 厶 

0 0 0 0 … 0 c a 

解若 e = 则下面设 c ： 关0,则 

—— 0 0 0 0 0 

c c 

1 — — 0 — 0 0 0 

c c 

0 1 — — — 0 0 0 

D n = c n c c 

« 者## « 參 _ 

• « • • « ■ _ 

讒 ■ « « 蜷 _ ♦ 

0 0 0 0 »• 1 —— 

c c 

0 0 0 0 0 1 — 

I C 

令 — ,叻=1，则是方程 





其中的，体是方程 x 2 ~aoc + bc = Q 的两个根。 


点评： 三对角线行列式有许多应用。 


当 a 2 尹 4bc ， 
当 a 2 = 46 c ， 
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例 6计算 w 阶行 列式： 

2n /I 0 0 *** 0 0 0 

n 2n n 0 … 0 0 0 

0 n 2n n 0 0 0 

« ■ • • • • » 

• ■攀 • _ •争 

m % m m • • • 

0 0 0 0 n 2n n 

0 0 0 0 ••• 0 w 2 w 

解这是三对角线行列式，利用例 5 的结果可得 

D n = (n 十 l)n n • 

例 7计算 w 阶行 列式： 

2cosa 1 0 0 … 0 0 0 

1 2 cosa 1 0 … 0 0 0 

0 1 2 cosa 1 … 0 0 0 

D n = . 

• _ •攀 鲁 « _ 

♦ • •勢 畢 《 _ 

0 0 0 0 …1 2cosa 1 

0 0 0 0 … 0 1 2cosa 

解这是三对角线行列式，利用例5的结果可得 




例8 




sin(n + l)a 
sina 9 

(n + l )， 

(-iy(n + l). 


a e z ), 

当 a = 2kK G Z), 

当 a = (2 々 + l)n ik G Z). 


设 A ， a 2 ，… ，‘ 是数域 K 中互不相同的数 A A ， … ，匕是 K ： 中任意一组给定 


的数。 证明： 存在唯一的数域 K 上的多项式 /( x )= Cl + c： 2 :c 十… + G /- 1 使得 


/(a,) = bi ， f = 1 ， 2 ， •“ ， 72. 

证明 如果多项式 /( j：)=Ci + c 2> r + … + c „: c ” _1 使得 

/(a,) = bi ， i = 1 ， 2,… ， w ， 

那么有关于未知量 G ， c 2 ，…， 的线性方 程组： 

Cl + C 2 a x H -+ c n aT l = b Y , 

ci + c 2 a 2 + … + c n aY l — b 2 ^ 

••« ••• •■攀 ■•晕 

Cl + C 2 a„ H - h c n aT l = b„. 

它的系数行列式与关于 A ， a 2 ，…， 的范德蒙行列式相等。由于〜 ,a 2 ， -, a„ 两两不同， 
因此系数行列式不等于0,从而上述线性方程组有唯一解，于是存在唯一的多项式 fix) 
满足要求。 ■ 




第 3 章线性方程组的解集的结构 


利用行列式可以判断数域 K 上72个方程的 Z 7 元线性方程组有没有唯一解，并且可以 
给出这个唯一解的公式表示，但是无法分辨无解和有无穷多个解的情形。因此需要进一 
步研究一般的线性方程组如何直接从它的系数和常数项判断它有没有解，有多少解，以及 
有无穷多个解时，其解集的结构。 

为了寻找解决上述问题的途径，想法之 一是： 在利用阶梯形方程组判断原线性方 
程组有没有解、有多少解时，需要对线性方程组的增广矩阵施行初等行变换。 r 型初等 
行变换把矩阵的一行的倍数加到另一行上，这里“一行的倍数”是将这一行的每个元素 
乘以这个数，由此引出一个数乘一个有序数组的运算；“加到另一行上”引出了两个有 
序数组的加法运算。由此受到启发，应当在所有〃元有序数组组成的集合中规定加法 
运算和数乘有序数组（称为数量乘法）运算。这样 n 元有序数组的集合就像几何中所有 
向量组成的集合那样，有加法和数量乘法两种运算。借用几何的语言，数域 K 上所有 n 
元有序数组组成的集合（记作以），连同定义在它上面的加法运算和数量乘法运算，及 
其满足的加法交换律、结合律等8条运算法则一起，称为数域 K 上的 n 维向量空间，把 
K n 的元素称为 n 维向量。 

想法之 二是： 二元齐次线性方程 2 x + y =0 的解集是平面内过原点的一条直线 Z 。 
在 Z 上取一个非零向量 a ， 那么 Z 上每一个向量都可表示成如，其中6是某个实数。这 
表明 2 x +^=0 的无穷多个解可以通过一个解 a 表示出来。由此受到启发，为了研究数 
域 K 上线性方程组有无穷多个解时解集的结构，我们应当研究 n 维向量空间 K ” 中，向 
量之间的关系。 

本章就来研究数域 K 上 / z 维向量空间 P 中向量之间的关系，从而搞清楚 n 维向 
量空间的结构，进而解决数域 K 上线性方程组有无解、有多少解的判定，以及有无穷多 
个解时解集的结构问题。 

3.1 «维向量空间 


3.1.1 内容精华 


取定一个数域 K ， 设〃是任意给定的一个正整数。令 

K n = { ( a } fU 2 ^ I a , G K f i = 1 ， 2 ，…， n }. 



如果 a \ = b \ f a 2 = b 2 ， … ，，则称 中两个兀素 ：（ a ! ， “ 2 ，…， ) 与 （ h ， 6: 
相等。 

在 K ” 中规定加法运算 如下： 


b n ) 


def 




， a 2 ， •*•， a „) + { bi ， b 2 ，…， b n ) 
(ai +6" a 2 十，…， a n + b n ). 


在 K 的元素与 K ” 的元素之间规定数量乘法运算 如下: 


kiai ， a 2 ， … ,a„) 


def 




{ ka \ , ka 2 »•** ， ka 丄 


容易直接验证加法和数量乘法满足下述 8 条运算 法则： 对于 a , p , rex « k,ie 


k ， 有 


(1) a+fi=P+a ； 

(2) (a+p) +y=a+ (JJ+y)； 

(3) 把元素（0,0,…， 0) 记作0,它使得 


0 + a = a + 0 


称 0 是 1 C 的零 元素; 


(4) 对于 ( a !， a 2 ，…， G ，令 


def 


a … (— A ， 一 a 2 ，…，—〜 ）6 K n , 


有 


(— a ) = (— a ) 


称一 (》是《的负 元素； 

(5) la = a \ 

( 6 ) ( kl ) a = k ( la ) ； 

(7) ( k ~\~ l ) a = ka~\~la ； 

(8) Ka+p)=^a+^p. 

定义 1 数域 K 上所有 rz 元有序数组组成的集合连同定义在它上面的加法运 
算和数量乘法运算，及其满足的 8 条运算法则一起，称为数域 K ： 上的一个 n 维向 置空 
间。 K " 的元素称为 n 维向置； 设向量 ( a :， a 2 ，…， a „) ， 称化是 a 的第 i 个 分置。 

通常用小写希腊字母 a ， P ， y …表示向量。 

在 n 维向量空间 K ” 中，可以定义减法运算 如下： 

def 、 

a — p = fit 十 （_ P ) • 

在 n 维向量空间 K 中，容易直接验证下述4条 性质： 


0 a = 0, 
( — l)a = — cr ， 


ka 


焱0 = 0， 


> 




V a e ； 

V a e K -； 

e k ; 

0 或 a = < 


n 元有序数组写成一行 （ A ， a 2 ，…， a „) ，称为行向置；写成一歹 lj 



_ 
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r«i 


卜 J 

称为列 向置。 列向量可以看成是相应的行向量的转置，例如，上述这个列向量可以写 
成 （q , a 2 ， … ， a„Y 0 

K n 可以看成是 n 维行向量组成的向量空间，也可以看成是„维列向量组成的向量 
空间。 

在 K ” 中，由于有加法和数量乘法两种运算，给定向量组此， a 2 ，…， a s ，任给 K 中一 
组数，…，々,，就可以得到一个向量 k l ai +々 2 Cf 2 +… k s a s ，称这个向量是向量组 
-- , a „ 的一个线 性组合 ，其中 H “， k s 称为 系数。 

在中，给定向量组％，阶，…， a ,， 对于 P 6 K ”， 如果存在 K 中一组数^ ， c 2 ，…， c ,， 

使得 


P = ^«1 + c z a 2 + + c s a s j 

那么称 P 可以由 ai , a 2 , -, a s 线性表出。 

一 个向量 P 能不能由向量组 fifi ， a 2 ，…， a s 线性表出，这揭示了 p 与 flfi ，<*2， •" ， a s 有 
没有通过加法和数量乘法两种运算建立起来的关系。这种关系正是我们特别关注的。 
从下面关于线性方程组有没有解的刻画可以看到这一点。 

利用向量的加法运算和数量乘法运算，可以把数域尺上《元线性方程组 


'a u x\ + a u x z + + a u x„ = b Y , 

ai\x x + a 22 x z + + a Zn x n = b z , 

^ ( 1 ) 

攀考攀 攀零鬱 _ 審 _ » « • 

- 3 ：i +a s 2 工 2 十 …+ a m x n = b s ， 

写成 



Wir 


， “12 、 




如、 



JCl 

^21 

m 

m 

m 

+ OCt 

^22 

鲁 

鲁 

魯 

+ *** + X n 

din 

« 

• 

■ 


办 2 

• 

• 

• 


(2) 


^sl 

\ J 


^jf2 
^ > 


dsn 

\ J 


b s 

\ J 




即 工1«»1 +工2阶+… = 取 (3) 

其中 a 1)a2 , -, a n 是线性方程组 （1) 的系数矩阵的列向 量组； P 是由常数项组成的列向 
量。于是 

数域 K 上线性方程组 xiax +工2<»2 +…有解 
^-^ K 中存在一组数 Ci ， c 2 ，… ， c „ ，使得下式 成立： 


ci«i + c 2 a 2 + •• •十 c n a n = p 

<=^> P 可以由，…，寧中。 

这样可把寧毕享學早亨孕弯聲问•题•归 结为： 事举乎哼旱 p 举 不—申 罕零窄 呼印列 
哼旱 早筚舍 ♦中。 • 有双向 作用： 一 务®; ‘7众理旄 鉍-分 ‘ lk 長 

士_^，_就¥要'去研究 p 能否由奶， a 2 , …， 軋线性 表出；另一方面，对于中给定的 
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向量组 ai ， cr 2 ，…， ct „， 以及给定的向量 p ， 为了判断 p 能否由，…， a „ 线性表出，就 
可以去判断线性方程组 • r lflfl + x 2 a 2 + …+心《„=#是否有解（用第1章 1.2 节给出的判 
定方法）。 

在 K " 中，从理论上如何判断任一向量 p 能否由向量组％ ，奶 ，…，％线性表岀？这 
需要考察 P 是否等于％ ，奶 ，…， 氏的某一个线性组合。为此把向量组的 
所有线性组合组成一个集合 W，BP 

def 

W — {k Y a\ + 々 2 flf 2 + …+ ta, I t G K，f = 1 ， 2 ，…， $}• 

如果能把 W 的结构研究清楚，就比较容易判断 p 是否属于 W ， 也就是判断 p 能否由 &， 
a 2 ， …， ％线性表出。 

现在来研究 W 的结构，任取 a ， yGW ， 设 

a = aitti + a 2 a 2 + + a s a s » 7 = ^iai + b 2 a z + + b s a s ， 

贝 1 J a + y — (ai + ^! )ai + ( a z 十 6 2 ) cf2 + ••• + ( a s + ) a s G W , 

ka = (kai )ai + ( ka 2 )a 2 H - h (ka s )a s G W , 

其 中&是 K 中任意数。 

由上述受到启发，我们引出一个 概念： 

定义 2 的一个非空子集17如果 满足： 

(1) cr ， yei/=>a+yeL /， 

( 2 ) aeu，keK => kaeu 9 

那么称 u 是的一 个线性子空间 ，简 称为子空间。 

定义2中性质 （1) 称为 U 对于的加法 封闭； 性质 （2) 称为?7对于 K ” 的数量乘 
法封闭。 

(0}是1^的一个子空间，称它为零子空间。本身也是 K ” 的一个子空间。 

从上面的讨论知道 P 中，向量组％ ， a 2 ， …， a s 的所有线性组合组成的集合 W 是 
K n 的一个子空间，称它 S ffl ， a 2 ，… ，氣 生成（或张成）的子空间 ，记作 

< ai ， a 2 ，… ， a s > 

综上所述，得出下述 结论： 

命题1 数域 K 上 w 元线性方程组 x 1 flf 1 +: r 2 ft 2 + … 有解 
<=> P 可以由屯 ， flf 2 ，•••，％线性表出 

<=> (a ： 9 a 2 » »a»> o ■ 

这个结论开辟了直接从线性方程组的系数和常数项判断方程组有没有解的新途径。 
这需要去研究向量组 ai ， cf 2 ，…，生成的子空间 < ai ， a 2 ，…， < r n > 的结构。从现在起进 
人到运用近世代数学研究代数系统的结构的观点研究线性方程组有无解、有多少解以 
及解集的结构的新领域。 

3.1.2 典型例题 


例1 设 a =( — l ，2,5)， p =(3，一 6, 一15)，向量 p 是否可以由 ce 线性表出？ 
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解 p =(3，一 6，一 15) = ( —3)( —1，2,5) = —3< r ， 因此 P 可以由 a 线性表出。 

例2 在 K 4 中，判断向量 p 能否由向量组 a 2 ， ce 2 ， ff 3 线性表出。若能，写出它的一 
种表出方式。 



r 2, 


， — 5 ， 


f — 3 > 


f 13 1 


- 5 


11 


7 

， fi — 

— 30 

«1 

3 

， a z = 

3 

， CC 3 — 

- 1 

2 


— 4 


10 


6 


— 26 


解 把线性方程组： r iai 十:十: r 3 ct 3 = P 的增广矩阵经过初等行变换化成阶梯形 
矩阵： 


「2 

— 5 

— 3 

13〕 






1 

— 8 ~ 

-2 

11, 

-5 

11 

7 

— 30 

①十③ • 

(-1) 

_ W 


5 

11 

7 

-30 

3 

3 

— 1 

2 




- 


3 

3 - 

- 1 

2 

— 4 

10 

6 

— 26 

> 






4 

10 

6 

-26 

y 


r — 1 

_ 8 

O 

Lu 

11 〕 



「1 

8 

2 

— 11〕 




0 

51 

17 

-85 



0 

3 

1 

-5 



— ► 

0 

— 21 

— 7 

35 


— ► 

0 

3 

1 

— 5 




0 

42 

14 

— 70 



0 

3 

1 

— 5 




「1 8 
0 3 

0 0 

0 0 

V 


2 — 11、 
1 — 5 

0 0 

0 0 

/ 


0 

0 






0 0 
0 0 



0 

0 


由于相应的阶梯形方程组未出现“0=以其中 d 关 0)” 这种方程，且阶梯形矩阵的非零 
行数目2小于未知量数目4,因此线性方程组十: r 3 a 3 = p 有无穷多个解。从而 
P 可以由 A ，奶， a 3 线性表出，并且表出方式有无穷多种。写岀方程组的一 般解： 




x 3 + 






工2 



其中 x 3 是自由未知量。取:^=1，得:^=3，：1： 2 = —2。于是其中一种表出方 式是: 

fi = 3ofi — 2of2 + o 


例3 在中，令 


£i 



r 0 ] 

0 

0 


3.1 n 维向量空间 fC ” 


售 
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证明：中任一向量 ， ti 2 ，… A )' 能够由向量组 Si ， e 2 ，…， 仏 线性表出，并且 
表出方式唯一，写出这种表出方式。 


证明 


线性方程组 + j ： 2 e 2 +…+工的系数行列式为 


1 0 … 0 

0 1 … 0 

0 0 … 0 

. . . = 1 ^ 0 , 


0 0 … 0 

0 0 … 1 


因此这个线性方程组有唯一解。从而 K ” 中任一向量 a 都能由&，&，•••，&线性表出，且 
表出方式唯一。由于 



因此 +(22^2 + … ■ 

例 4 证明： 向量组免，(》 2 , …，％ 中任一向量 Ct , 可以由这个向量组线性表出。 

证明由于 0 ^ = 00 ^十…十 。％—1 + 1 氏+ 0(^ + 1 +… +0< r s ，因此向量组 ai ， a 2 ， …， a s 中 
任一向量 a , 可以由这个向量组线性表出。 ■ 

例 5 设 l < r < n ， 证明 K ” 的下述子集 C / 是一个子 空间： 

U = { (ai ， a 2 ， … ，， 0 ， … ， 0) I 6 K ， i = 1 ， 2 ， … ， r} • 


证明 在 L 7 中任取两个向量: 


a = (q，a 2 ，…，，0,…， 0) ，— ，6 2 ，…， 6 r ，0，…， 0). 

有 a + p = (ai +6 x , a 2 -\~ b 2 ，…， a r + 6 r ，0 ， •••，0) 6 L /， 

ka = ( ka x ， ka z ，… , ka r 9 0, **• ,0) V 々 d 

因此 U 是 K ” 的一个子空间。 ■ 

例 6 几何空间可以看成是以原点 O 为起点的所有向量组成的集合 V ，它有加法和 
数量乘法两种运算，并且满足8条运算法则。几何空间 V 的一个非空子集17如果对于向 
量的加法和数量乘法都封闭，那么称 L 7 是 V 的一个子空间。 一 条直线 Z 可以看成是以 O 
为起点，以/上的点为终点的所有向量组成的集合。 一 个平面 tt 可以看成是以 O 为起点， 
以 7 T 上的点为终点的所有向量组成的集合。 

(1) 设々是经过原点 O 的一条直线 A 是不经过原点 O 的一条直线， 试问： l 0 ， h 是 
不是几何空间 V 的一个子空间？ 

(2) 设71。、7^分别是经过原点 O 和不经过原点的一个平面， 试问： TtcTT ! 是不是 V 的 
一个子空间？ 

解 （1) 在上任取两点 P 、 Q ， 则 DP 与同向或反向。从而向量 S 声 + D $ 的终点 
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仍在 “ 上，即 D 戶十显然 V 々 6 R ， 有々 5 芦 64 。因此 4 是 V 的一个子空间。 

在 6 上任取一点 M ， 则 MeA ，容易看出 2 5 克的终点不在 G 上，因此 z 植龟 I '。 
从而 A 不是 v 的一个子空间。 

( 2 ) 在 7 T 。 上任取两点 A ， jB ( 如图 3 - 1 所示），由向量加法的平行四边形法则 知道： oA 
+ 0 $ 的终点仍在 7 T 。 上，因此故 + 成 6 瓜。显然是孩 6 抑。因此 7 T 。 是 V 的一个子空间。 

在 m 上取一点 P ( 如图 3 - 2 所示） 9 moPem ，显然 2 D? 的终点 Q 不在 m 上，因此 2 
Op 爸 7 T 1 . 从而 7 T 1 不是 V "的 一 ^ 个子空间 D 



o 

图 3-1 图 3-2 


例7 证明： 如果线性方程组 （ I )的增广矩阵的第 i 个行向 量1 可以由其余行向量 
线性 表出： 

Yi = hyi + …+ + h+ii+a + …十 k s y s » 

那么把方程组 （ i ) 的第 i 个方程去掉以后得到的线性方程组 （ n ) 与线性方程组 （ i ) 
同解。 

证明 由已知条件得 

Yi ……= 0. 

因此把线性方程组 （I ) 的第1个方程的 一 I 倍，…，第 i ~ l 个方程的 一 匕-:倍，第 i + l 个 
方 程的一 1 +1 倍，…，第 s 个方程的一 t 倍都加到第；个方程上，第〗个方程变成“0 = 0”， 
而其余方程不变。这样得到的线性方程组与原方程组（ I )同解。从而把方程组（ I )的第 
i 个方程去掉以后得到的方程组 （ n ) 与原方程组 （ I ) 同解。 ■ 

习题 3.1 


1. 在 K 4 中，设 



， 1> 


「 4 1 


^ _ 10、 


— 2 


7 


— 25 

OL\ —— 

5 


— 2 

, a 3 — 

16 


、 3, 


6 

V J 


—12 

V / 


求％，《 2 ， ct 3 的分别以下列各组数为系数的线性组合 k iai + k 2 a 2 + k 2 a , : 

(1) ^1 — 一 2， 々2=3，是3 = 1 ; 


(1) 灸 1=0 ，是 2=0, 是 3=0 。 

2. 在 K 4 中，设 a =(6，一 2,0,4)，/?=(_3，1，5,7)。求向量 y 使得 2 a + y =3 p 。 
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3. 在 K 4 中，判断向量 p 能否由向量组 ai ， a 2 ， a 3 线性表出。若能，则写出它的一种 
表示方式。 



证明： K 4 中任一向量 ( a ， a 2 ， a 3 ， a 4 V 可以由向量组 ai ， a 2 , a 3 ， a 4 线性表出，并且表出 
方式唯一，写出这种表出方式。 

5. 设 cti ， a 2 ， …， ％ 6 K " ，说明 

a ； G〈ai ,a 2 ? *** >a s ), i = 1 ， 2 ， •• •，又 

6. 证明 K ” 的下述子集 C / 是一个子 空间： 

U = { (a! ， 0 ， a 3 ， … ， a„) I a,- G K ，i — 1 ， 3 ， … ， w} 

7. 经过原点的两个平面的交线是不是几何空间 V 的一个子空间？ 

3.2 线性相关与线性无关的向量组 

3.2.1 内容精华 

几何空间 V (由所有以原点为起点的向量组成）中，取定三个不共面的向量 h ，&， e 3 ， 
则 V 中每一个向量都可以 * ei ， e 2 ， e 3 唯一地线性 表出： 

d == CL\ €\ H - CLz €z CLi C3 • 

这样几何空间 V 的结构就很清楚了。由此受到启发，在《维向量空间中，是否也有有 
限多个向量具有几何空间中“不共面”的三个向量那样的性质？从解析几何（参看丘维声 


參 
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编《解析几何(第2版）》第8页） 知道： 

a ^ a 2 , a , 共面的充分必要条件是有不全为0的实数 h ，々 3 ，使得 

k：ai + k 2 a 2 + ^ 3^3 = 0. 
a !, a 2 , a 3 不共面的充分必要条件 是：从 

k\ Hi CI 2 k^Q>^ -^ 0 . 

可以推岀 k \ — 0»^2 ~0 j ^3 = 0 o 

类似地，在 n 维向量空间 K ” 中，引进下述两个重要 概念： 

定义1 中向量组〜，…， cr s ( 5 > l ) 称为是 线性相 关的，如果有 K 中不全为 0 的数 

ki ，…，& 5 ,使得 

々 iCfi + …+ k s a s = 0. 

定义 2 K " 中向量组 〜，…， cr 5 ( s > l ) 如果不是线性相关的，那么称为 线性无关的。 
即如果从 

是 iflti + …十 k s a s = 0 

可以推出所有系数 k 〜， …， k s 全为0,那么称向量组，…， 見 是 线性无关的。 

根据定义1和定义2,几何空间中，共面的三个向量是线性相关的，不共面的三个向 
量是线性无关的；共线的两个向量是线性相关的，不共线的两个向量是线性无关的。 
从定义1和定义2立即 得到： 

(1) 包含零向量的向量组一定线性相关（因为 10 + 0 a 2 十…+0%=0); 

(2) 单个向量 a 线性相关当且仅当 = 因为鉍= 0,々关 0 <=> a = 0); 

从而单个向量 a 线性无关当且仅当 a ^0 o 

(3) K n 中，向量组 


r 1 ^ 

0 

0 


r 0 ^ 

1 

0 

• ft • 0 

r 0 1 
0 

0 

: 

0 

k J 

y *2 

• 

• 

• 

0 

0 

、 > 

? ， Cn 

m 

_ 

• 

0 

1 


是线性无关的（因为从十…可得出 ki = k 2 = … = k n = Q 、 。 

线性相关与线性无关是线性代数中最基本的概念之一。可以从几个角度来考察线性 
相关的向量组与线性无关的向量组的本质 区别： 

(1) 从线性组 合看： 

向量组 flfi ，… ， a s ( s > l ) 线性相关 

d 它们 f 罕琴不幸亨0的“▲备等于零 向量； 

向量组免，… 

^=>它们罕譽孛冷0的淚备才会等于零向量。 

(2) 从线性表出•看 •： ••… 

向量组免 ， cc 2 ，… ， a s (5>2) 线性相关 





3.2 线性相关与线性无关的向量组 
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其中至少亨了个哼*可以由； 牟辱* 线性表出。 

证明必要性。设免，<» 2 ,…，氏线性相关，则有不全为0的数心，々 2 ，…，使得 

k\a\ + 々 2^2 + …+ k s a s = 0 . 

设则由上式得 


tti 


ki 


a 



kt + i ^ 

~ k 7 a ^ 



充分性。设 oc ) = liOi + … + + A .+ ia)+i + …十久 ce 5 ， 

贝 ! I Aa 1 +-+ Zr 1 a ) —i — a )+ Z m cr ;+1 + … + Z 成 =0. 从而 軋 ， cr 2 ，…， a , 线性相关。 

向量组 cn ， a 2 ，…，线性无关 

• • • • 


其中每一个向量都不能由其余向量线性表出 


o 


(3) 从齐次线性方程 组看: 


列向量组％，…， a , 

<=> 齐次线性方程组 Xiffi +… +n = 0 有非亨寧; 
列向量组的，…， 參 学字孝 '* ' * 

々 > 齐次线性方程组 Xitti +…+：!：,», =0只有零解。 

(4) 从行列 式看： * ''' 



”个 n 维列（行）向量 ai ， a 2 ，…， ct n 线性相关 

• ■ » • 

<=一以 ai , a 2 , •*,«„ 为列（行）向量组的矩阵的行列式 亨； 
n 个”维列（行）向量组 ai ， a2 ，…， a „ 线性无关 ' 

• 9 • • 

以 ai , a 2 ,- *,«„ 为列 （ 行>向量组的矩阵的行列式〒亨 f 亨。 

(5) 从向量组线性表出一个向量的方 式看： 

设向量 P 可以由向量组 Cfi ，… ， Cf s 线性表出，则向量组 CPi ，•••，％ _毕无羊 

<==>寧中亨字， T ; ( 证明见本节典型例题的例 6) 。 ••… 

向量组 flti ， …， a s 线性相关 

<=>表出方式有无穷多种。 

(6) 从向量组与它的部分组的关 系看： 

如果向量组的了个序兮毕手準，孝，那么整个向量组 也參字 作孝。 

如果向量组___奉，那 么它 的»了个坪兮寧华 奉。. • 

(7) 从向量组与云组或缩短组•的•关•系•看 •： . 

如果向量组筚毕字芣，那么把每个向量添上 m 个分量 （ 所添分量的位置对于每 
个向量都一 ‘)3 辱延伸组也线性无关。 

证明设 cfi ，…， ae s 的一个延伸组为^，…， S s ，则从 


是1 «1 + …十 是, a s = 0, 

可得出 々1 cti 十…十 t < z s =0. 

若 fti ，•••，《,线性无关，贝!1从上式得匕二…二之二❶。 


从而& ，…， S , 也线性无关。 









3.2 线性相关与线性无关的向量组 
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方法是最基本、最重要的方法。 

例2设 cfi ，…，％线性无关，并且 

Pi = a u ai H - +a ls a s ? 


Ps = a sl ai + … + a SJ a 5 . 

证明： 队， …， 队 线性无关的充分必要条 件是： 

… a sl 

: : 9 ^ 0 . 

〜 … ^SS 

证明设 hfii +…+ 会札 = 0, 

BP k' (a u ai +- (a sl ai +a ss a s ) =0, 

贝 ！ I (kia u + " 9 ~\~k s a s i )«i + …十 （々 ia ls 十…十 

由于 ai ，…， a , 线性无关，因此从上式得 


十 …+ k s a si = 0, 

^ * • ■ ■ ■ ■ * » • • * ■ 

^1«1 5 + _•• + = 0. 

这个齐次线性方程组的系数行列式 IA | 为 

an … a sl 

| A |= : : . 

du … Uss 

于是 向量组 Pi ，…，取线性无关 

< > k \ := 0 > **• ^ h 5 == 0 

上述齐次线性方程组只有零解 

<==> | A | 古 0 o ■ 

例3 判断下列向量组是线性相关还是线性无关。如果线性相关，试找出其中一个 
向量，使得它可以由其余向量线性表出，并且写出它的一种表达式。 



解 （1) 考虑齐次线性方程组4免+心<1 2 +工 3 « 3 =0,把它的系数矩阵经过初等行变 
换化成阶梯形 矩阵： 


参 
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3 

一 4 

2 1 




0 

2 

5 




2 

1 

0 




1 

3 

1 

> 





^— 1 

3 



• 


0 

1 

1 



♦ 

0 

7 

2 




0 

V 

2 

5 

〆 




0 


3 


1 0 
4 2] 


— 3 — 1 




13 1 


0 

0 

0 


0 

0 


0 — 5 


0 




3 

S 


7 2 

5 5 

— 3 -1, 


0 

0 

lo 


0 

0 


0 


由于阶梯形矩阵的非零行数目3等于未知量的数目，因此原齐次线性方程组只有零解 
从而 Cfi ， a 2 ， fif 3 线性无关。 

(2) 考虑齐次线性方程组 JOitti + X2O2 +^3«3 + x ^ Ga =0. 


0 


< _ 1 


4 


2 


4 


-2 

0 


0 - 3 —2 


1 4 6 3, 

0 13 20 7 

0 10 16 6 

0-3—21 




-1 

0 

0 


4 


6 3 


1 12 11 


0 —3 


8 

2 


3 




〔1 

一 4 

— 6 

— 3〕 


「1 

— 4 

— 6 

— 3 ' 


.1 

0 

0 

- 1, 

0 

1 

12 

11 

- ► 

0 

1 

12 

11 

- ► 

0 

1 

0 

- 1 

0 

0 

-52 

— 52 


0 

0 

1 

1 


0 

0 

1 

1 

0 

V 

0 

34 

34 


0 

V 
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0 

0 

> 


0 

0 

0 

0 

J 


原齐次线性方程组有非零解。从而线性相关。方程组的一般解公 式为: 


(JOi == 工 4 ， 


J X 2 = JC4 ， 

— — X4 » 

:)： 4 是自由未知量。取 x 4 = 1，得 a = 1 ， x 2 = 1 ， x 3 = — 1•从而 cci + a 2 — a 3 + a 4 =0。贝 !I 

as — ai + a 2 + a 4 . 

例 4 证明 ： 中，任意 n + l 个向量都线性相关。 

证明在 K ” 中任取 rz + 1 个 向量: 仏瓜，…， 

考虑齐次线性方程组 ^ i«i + x 2 a 2 +… + x „+ ia„+i =0,它的方程个数 tz 小于未知量个数 
n + 1 ， 因此它有非零解。从而 a ! ， flt 2 ，…， 线性相关。 ■ 

例 S 判断下述向量组 a ， a 2 ， a 3 ， ce 4 是否线性无关。 

Cti == (1，1，1，1)， CC 2 = (1，一 1，1， _ 1)， 

a 3 = (1，1，一1，一1)， a 4 = (1，一1，一1，1). 

解在补充题二的第6题已求出 

1111 

1 一 1 1 — 1 

=16关0， 

1 1 - 1-1 
1 — 1 — 1 1 

因此 oei ， a 2 ， ff 3 ， flt 4 线性无关。 
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例6 证明： 如果向量 P 可以由向量组 仏 ，…， a s 线性表出，则表岀方式唯一的充分 
必要条件是线性无关。 

证明设 十… +6 s cp ” （2) 

充分性。设&，…，％线性无关。如果还有 

P = Gal - h c s a s » 

SP 么 biU \ = + ***+<:,«,. 

从而 （&i )13^ 十…十 （6 S — g )% =0. 

由于％，…， < r s 线性无关，因此有 

bi — ci = 0 ， 9 b s — c s = 0. 

即 bx =ci , *•*, b s = c ” 

因此 P 由 «!,**•, a , 线性表出的方式唯一。 

必要性。设由 oei ， …， ct s 线性表出的方式唯一。假如 ai ，…，％线性相关，则有不全 
为0的数 h ， …，使得 

々 lflfi + … + k s a s = 0. (3) 

(2) 式与 （3) 式相加，得 

P = (h + 々 ] )cti 十…+ ( 匕十 k s ) a s . (4) 

由于 h ， …， t 不全为0,因此 

(^i + ki , ••• ,6 S + k s ) ^ Qh ， lh ，…， b ) 

于是由 CCi ，•••，％ 线性表出的方式至少有两种： （2) 式和 （4) 式。这与表出方式唯一矛 
盾。因此奶 ，…，氏线性 无关。 ■ 

例7设向量组 CTi ，…， Cf , 线性无关，十…+纥<^。如果6, ^0,那么用 P 替换 
a , 以后得到的向量组 cfi ， … ta ,- i ，办，队+ 1 ，”_， a , 也线性无关。 

证明 由于 ai = l«i +0 a 2 H - h 0 a 5 ****f 

a—i = Ofiti + …+ la 卜 1 H — • + 0a s , fi = b x ai + 4 - b s a s ， 

0Ci+i = Ocfi + ••• ~h lctf+i + •■• + 0a; ， … ,a s — 0«i + ■■■ + Oa^i + la s . 

于是 1 … 0 6 i 0 … 0 

0 … 0 b 2 0 … 0 

• • • • % 

ft _ « « # 

鲁 • « • • 

0 … 1 bi-i 0 … 0 

= bi ^ 0 . 

0 … 0 b{ 0 … 0 

0 … 0 b i+ i 1 … 0 

• « •參 參 

• ••畚 参 

_ 櫸 •攀 攀 

0 … 0 6, 0 … 1 

因此据例2的结果得， Cfi ，… ， Cfi - i ， jJ ， Cfi + i ，…， CTi 线性无关 D ■ 

点 评：例 7中的命题称为替换定理，即设％，…，氏线性无关，十… +6 S « S ， 
如果系数&关0,那么用 p 替换 a , 后，向量组《 1 ，-“，％— 1 ，仏免 +1 ，"_，％仍线性无关。从证 
明还可以 看到： 如果匕= 0,那么用 p 替换見后，向量组，…，氏-，…，良就线性 
相关了（根据例2的结果）。这个结论也可直接从 




94 




第 3 章线性方程组的解集的结构 


P = 6 iai H - h 6卜！ a—i 十 Oai + b i+l a i+1 - \~ b s a s 

看出。 

例 8 证明： 由非零向量组成的向量组 ai ， a 2 …， a ,( s >2) 线性无关的充分必要条件 
是： 每 一个％ a <;< o 都不能用它前面的向量线性表出。 

证明 必要性。设％，免，…，見线性无关。假如有某个故可以用它前面的向量线 
性表出，那么易见氏可以由向量组 Cd ，… ，見的其余向量线性表岀，这与免，<* 2 ，…，反线 
性无关矛盾。因此每个故（1<〗< 5 )都不能用它前面的向量线性表出。 

充分性。设每个％都不能用它前面的向量线性表出。假如 ai ， a 2 ，…，％线 
性相关，则有一个的可以由其余向量线性 表出： 

«/ = k Y a \ 十 … i + k i + i a/+i 十… (5) 
如果 t 关0,那么从 （5) 式得，％可以用它前面的向量线性表出，如果怂= 0,总一:#()，那么 
可以用它前面的向量线性表岀。依次检查下去，如果1 = 1— 1 =〜=怂 +1 ==0，那么％ 
可以用它前面的向量线性表出。这都与已知条件矛盾。因此％，〜，…，見线性无关。 ■ 
例9设 5^ n , a ^0 且当 0 〈 r </ 2 时， a r # l 。 

tti = (1， a ， a 2 ，…， ) ， 

a 2 = (1 ,a 2 ,a 4 »••• ,a 2(n_1) ), 


a , = Cl , a s , a 2j , ••- , a ' <n_1) ). 

证明 Cfl ， flf2 ，•••，％ 线性无关。 

证明 由于 a 关 0 且当 0< r < n 时 〆 ，因此 a ， a 2 ，…， i 是两两不等的非零数。 
当 s = w 时， 




a 


a 


2 


a 


2 


a 


4 


a 


7t-l 


a 


2 ( 沈一 1) 



a 


n 


a 


2n 


a 


71(71—1) 


与关于 a ， a 2 , …， y 的 n 阶范德蒙行列式相等，从而这个行列式的值不为0。因此 
ai ， a 2 ，… ， cr „ 线性无关。 

当时，同理有 



1 



a 

a z 

攀♦傘 

a 广 1 

a 2 

a 4 

售 _ # 

a 2C ^ n 

晕 

鲁 

鲁 

a s 

• 

争 

• 

a 2j 

參•嚇 

■ 

嘐 


尹 0, 


于是向量组 （1， a ， a 2 ，… 1 ) ， （1， a 2 ， a 4 ，… , a 2(5_1> ) ，…， （1， a 5 ， a 2 % …， ) 线性无关。 
从而它们延伸组％ ，《 2 ，…，反也线性无关。 | 


例 10 设 


.2 线性相关与线性无关的向量组 


鲁 
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n~l 




a s a 2$ … a 5(n ~ n 


其中 s < n ， a 关 0 且当 0< r < n 时， 〆 关1。 证明： A 的任意 s 个列向量都线性无关。 
证明任取 A 的第乃，^，… a 列。 


u — 1 


in 一1 


a 20 2 - l > 


a h ~ l 


a 20 ^° 


〆 尸一 l ) 


a 乜一 1 > 




一 1 


心一 V 广 1 


••a 人 — 1 


a 人 — 1 


a ™「n a c^i)0 2 -i) 


(广 1)( 人 一 i > 


由于 a 关0且当 0< r < n 时 〆 关1，因此乂广 1 ，汐― 1 ，…， Y ， 1 是两两不等的非零数。从而 
上述行列式的值不为0。因此 A 的第…4个列向量线性无关。 

例11设数域 K 上 mXn 矩阵 H 的列向量组为 A ， ce 2 ，…，。 证明： H 的任意 s 列 

都线性无关当且 仅当： 齐次线性方程组 


^1«1 + XtUl + *** + XMn = 0 (6) 

的任一非零解的非零分量的数目大于 

证明必要性。设 H 的任意 s 列都线性无关。假如齐次线性方程组 （6) 的一个非零解 

n 为 

r \ = (0,…，0，。、，0,•••，()，(：、，0,…， 0)’， 

其中 h ， …，全不为0,且则 

a ix - \- c h ai t =0. 

从而 a h ，…，％线性相关。于是 H 的包含第“，…乂列的任意 5 列都线性相关。这与假 
设矛盾。因此方程组 （6) 的任一非零解的非零分量的数目大于％ 

充分性。设方程组 （6) 的任一非零解的非零分量的数目大于^假如 H 有 s 个列向 
量，免 2 ，…，\线性相关，则有不全为0 的数匕 …， k s 使得 

kia i} + k 2 a iz H - h k s a i$ = 0. 

从而 


TJ = (0, …， 0 ’0,…， 0，々 s ，0,…， 0) 

是方程组 （6) 的一个非零解，它的非零分量数目小于或等于 h 与假设矛盾。因此 H 的任 
意 s 列都线性无关。 ■ 

点评： 例11的证明方法可应用于代数编码理论的下述引理的证 明中： 

“引理具有校验矩阵 H 的二元线性码有极小距离当且仅当 H 的任意 s 列 
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都线性无关。” 

例10的证明方法可应用于代数编码理论的下述定理的证 明中： 

“定理 BCH 码如果它的设计距离为么那么它的极小距离至少是 I ” 

习题 3. 2 


1. 下述说法对吗？为什么？ 

(1) “向量组 flfi ，… ， cr , ，如果有全为0的数々1， …，々 ,，使得 k x a \ +… +々 s cr s = 0 ，那么向 
量组％，…，％线性无关。” 

(2) “如果有一组不全为0的数匕，…次，使得 


々 ififi + …+ k s a s ^ 0, 

那么价，…， a s 线性无关。” 

(3) “如果向量组阶，％，…，线性相关，那么其中每一个向量都可以由其余 
向量线性表出。” 

2. 判断下列向量组是线性相关还是线性无关。如果线性相关，试找出其中一个向 
量，使得它可以由其余向量线性表出，并且写出它的一种表达式。 



3. 证明： 在 JK 3 中，任意4个向量都线性相关。 

4. 设向量组 ai ， a 2 ， a 3 ， a 4 线性无关，判断向量组① + a 2 »«2 + a 3 ， a 3 + o 4 » a 4 +« i 是 


否线性无关。 

5. 设向量组仏 ， a 2 ， a 3 ， a 4 线性无关，令 

Pi = ai + 2a 2 , p 2 = «2 + 2a 3 ? p 3 = a 3 + 2o 4 » = a 4 + 2ai. 

判断向量组 Pi ，办4是否线性无关。 

6. 设向量组阶， a 2 , or 3 线性无关，判断向量组5仏+2山， 7 a 2 + 5 a 3 , _2 a 3 +7 ai 是否 
线性无关。 



3.3 向量组的秩 
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7. 证明： 如果向量组 Cfi ， Cf 2 ， a 3 线性无关，那么向量组 acti +6 2 ct 2 ， a 2 a 2 +^3«3 ? a 3 a 3 + 
bitti 线性无关的充分必要条 件是： ( ha 2 a 3 7^ 一 fhb 2 b 3 。 

8 . 证明： 如果向量组 cci ， a 2 ，》 3 ， Cf4 线性无关，那么向量组 qai + 6 2 cp2 ， a 2 a 2 +6 3 a 3 » 
a 3 a 3 +6 4 a 4 , a ^ ai + bxai 线性无关的充分必要条 件是： a ' chc ^ cuHhbzlhb “ 

9. 证明： 如果向量组 cti ， ct 2 ， 1 » 3 线性无关，那么向量组 2 cti + cr 2 ， a 2 +5«3， 4 a 3 + 3 ai 
也线性无关。 

10. 设向量组 ATI ， flf 2 ， Cf 3 ，衣4线性无关，令 


= cti 十 2a z + 3a 3 + 4a 4 * fiz ~ 2ai + 3a 2 + 4a 3 + a 4 , 
p 3 = 3cti + 4a 2 十 ot3 + 2a 4 ， ft = 4cti + a 2 + 2a 3 + 3a 4 . 
判断向量组灼 m 是否线性无关。 

11. 当 a 取何值时，下述向量组线性相关？ 



r 


「 1] 


, 4、 

ai 

— 1 

， a 2 — 

— 3 

9 03 — 

7 


5 

、 > 


a 

s > 


— 2 

、 j 


12 . 设 A ， a 2 ，…， 〜是两 两不同的数， r < w 。 令 



1 ] 


r 1 ] 


「 1 1 

«i — 

^1 

# 

• 

畢 

f &2 — 

♦ 

• 

• 

，…， a r — 

a r 

» 

珍 

_ 


ar 1 


一 1 

<^z 

s J 


ar 1 

w J 


证明 CCi ， flr 2 ， …， t 是线性无关的。 

3.3 向量组的秩 

3.3.1 内容精华 

线性方程组 x \ a \ + x 2 cr 2 十…十 x „ a „ = p 有解的充分必要条件是： p 可以由 flfi ， a 2 ，…， 
a„ 线性表出。如果 屯 ， a 2 ，•••，《„ 线性无关，那么 p 可以由 A ，山， … ， a„ 线性表出的充分 
必要条 件是： ，…，队， P 线性相关。如果氣， a 2 ，•••，《„线性相关，那么如何判断 P 可 
否由，…， a „ 线性表出呢？自然的想法是在向量组叫，免，…， a „ 中取岀一个部分组 
是线性无关的，而且希望这个线性无关的部分组有足够多的向量，使得从其余向量中任取 
一个添进去得到的新的部分组就线性相关了。由此引出向量组的极大线性无关组的概 
念。还要问 的是： “ P 可以由^，吣， …， a „ 线性表出”与 “ P 可以由（^，吣，…，的一个极 
大线性无关组线性表出”是否可以互相推出？向量组，… ，氏 的任意两个极大线性 
无关组所含向量的个数是否相等？这些就是本节所要研究的中心问题。 

定义1 向量组的一个部分组称为一个极 大线性无关组 ，如果这个部分组本身是线 
性无关的，但是从这个向量组的其余向量（如果还有的话）中任取一个添进去，得到的新的 
部分组都线性相关。 
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定义2如果向量组阶，…，見的每一个向量都可以由向量组象，… ，札 线性表出，那 
么称向量组％，…， a , 可以由向量组 p ! ，…， 疼 线性表出。如果向量组的，…，良与向量组 
Pi ， …， Pr 可以互相线性表出，那么称向量组免，…， Cf s 与向量组/^，…，趴等价，记作 

{%，••• ， a r } = {灼，… ， p r }, 

向量组的等价是向量组之间的一种关系。可以证明，这种关系具有下述三条 性质： 

(1) 反身性。即任何一个向量组都与自身 等价； 

(2) 对称性。即如果 ai ，…，良 与見，…，札等价，那么凡，…，扒与 a !，".，％ 等价； 

(3) 传递性。即如果 

{fifl ， … ， Cf s } = { 多 1 ，… ffir } » ifilJ*" jfir) = iYl ，…， 1 } ， 

那么 {« i ，…，，…， } 。 

关于反身性和对称性，容易从定义 2 立即得出。关于传递性，只需证明线性表出有传 
递性： 

设 Cfi ，•••，％可以由 Pi ，…，札线性 表出： 

r 

(Xi = ， z’ = 1 ， …… 

j ^ 1 

且 ft ， … ，札可以由 h ， …， y , 线性 表出： 

t 

Pj = ^ j c ji 7 i ^ J = 1，…，厂. 

i=i 

则 

r t t r 

a i = 2(S c i i y ^ ) ~ f = i ，■••，、 

7 = 1 / = 1 1=1 ) = 1 

即 ai , *, a s 可以由 h ，…， y , 线性表出。 ■ 

命题 1 向量组与它的极大线性无关组等价。 

证明 向量组的极大线性无关组可以由这个向量组线性表出是显然的。 

设向量组 ai ，…， a m ， a m + i ， …， 0^的一'个极大线性无关组为 ai ，…，。当 
时，显然 a , 可以由 a ，…，线性表出。当 m < j < s 时，由极大线性无关组的定义得， 
Cfi ，…， ， a ; 线性相关。据 3. 2节的命题1得， a ; 可以由 flh ，…，1线性表出。因此向量 
组可以由它的极大线性无关组线性表出。 ■ 

从命题1和等价的对称性、传递性立即 得出： 

推论 1向量组的任意两个极大线性无关组等价。 ■ 

从命题1和线性表出的传递性立即得到： 

推论2 可以由向量组 a ，…，氏线性表出当且仅当 P 可以由〜，•••，％的一个极大 
线性无关组线性表出。 ■ 

从推论2知道，研究 / J 可否由向量组 Ch ，…，％线性表出等价于研究 P 可否由 ai ，…， 
a s 的一个极大线性无关组线性表出。 

从推论1知道，为了研究向量组的任意两个极大线性无关组所含向量的个数是否相 
等，就需要研究如果一个向量组可以由一个向量组线性表出，那么它们所含的向量数目之 
间有什么关系？从“几何空间中三个向量可以由两个向量①，^线性表出，那么 


Pi ， fi 2 ， fi 3 必共面”这一事实受到启发，猜想 在1<^ 中有下述 引理： 

引理1设向量组 ft，ft，" •，札可以由向量组 K，a 2 …，％线性表出，如果 r>s， 那么 
取， ft， …，札线性相关。 

证明为了证明凡 ，p 2 ，…， p r 线性相关，需要找一组不全为0的数匕 ，k 2 ，…， k r 使得 

kifii + k 2 p 2 + …+ k r p r = 0. 

为此考虑 Pi，J?2 ，…， Pr 的线性组合工 + JC 2 P 2 + …十 X r P r 。 

由已知条件，可设 

fii = a n ai + a 2 iCf2 + …+ a sl tt 5 ， 
p 2 = ^ i 2 tti + dzzUz + + a s 2 a s * 


p r = airOi + a 2r a 2 


一一 a^Qs ^ 


于是 


xiPi +x 2 fi 2 H - +x r p r = a：i (an«i +a 2 ia 2 H -十 Aiorj 

+ X 2 («12«1 + < 222 flf 2 + …+ CL s 2 a s ) 


考虑下述齐次线性方程组 


OC r ( a ir ai + dZrUz + + 


CcLn X\ ~h CL\z Xz 


+ ai r x r )a 


(a 2 iXi + a zz x z + + a 2r j ： r )a 2 


+ ia sl a：i + a s2 J 0 2 + *** + a^jc^a 


U\\X\ H - < 2-12 OC 2 


+ a \ rX r = 0 > 


a 2 \Xi + a zz x t + ••• +az r Xr = 0, 


( 1 ) 


( 2 ) 


9 fir 


[a 5 i + a s2 x z H - +a sr jc r = 0. 

由已知条件 s < r ， 因此方程组 （2) 必有非零解。取它的一个非零解 （ h ，々 2 ，…， I )，则从 
(1) 式和 （2) 式得 

kipi H ~ 是 2P2 + …+ 是真 = Octi + 0<*2 + …+ 0% = 0. 

因此^，與，…， 札线性 相关。 ■ 

从引理1立即 得出： 

推论 3设向量组 ft ，…， fi r 可以由向量组 ai ，奶，…， a s 线性表出，如果 ft ，ft ，…， 
线性无关，那么 r < 5 。 ■ 

从推论3立即得出。 

推论 4 等价的线性无关的向量组所含向量的个数相等。 ■ 

从推论4和推论1立即 得出： 

推论 5 向量组的任意两个极大线性无关组所含向量的个数相等。 ■ 

由推论5,引出下述重要 概念： 

定义 3 向量组的极大线性无关组所含向量的个数称为这个 向置组 的秩。 


全由零向量组成的向量组的秩规定为 0 


o 



因此 Gh ^线性 无关。 从而它们的延伸组& ，…也 线性无关。由于 

3 — 2 6 0 10 30 

0 5 15 = 0 5 15 

— 1 4 8 — 148 

^ 10 30 

=(— 1 ) • (- 1) 3+1 = 0 . 

5 15 

因此阶，奶， a 3 线性相关。从而免，《 2 是向量组免，《 2 ，《 3 的一个极大线性无关组。于是 

rank{«i ,a 2 ， cr 3 } = 2. 

例 2设向量组化 ，…， cr s 的秩为 r , 证明 ：ai ，…， a s 的任意 r 个线性无关的向量都构 
成它的一个极大线性无关组。 

证明 设 ％，…， \是 a ，…， cr s 的一个极大线性无关组。在免 ，…， a 5 中任取 r 个线 
性无关的向量，…，\，在其余向量中任取 a ， 。由于 a ;l , , a jr » a / 可以由、，… ， a 、 线 
性表出。据引理1得，，…，，％线性相关。因此， …， ~是 cti ，…，％的一个极大 
线性无关组。 ■ 

例3 设向量组 &，•••，《, 的秩为 r ， 证明： 如果 ai ，…， as 可以由其中的 r 个向量 
a H ，…，线性表出，那么 h ，…，^是… ，…， a s 的一个极大线性无关组。 

证明 设％，…，<^是〜 ，…， 的一个极大线性无关组。由已知条件得，％，…，化 
可以由 a , i ， …，\线性表出。据命题3,得 ” 

r = rank { fl ^ ，… , a ir } ^ rank { a > 1 ，… ， a) r }• 

从而 rank { c ^ ， …， 心 } = r 0 因此，…，心线性无关。据例2得，，…是 Cfi ， •• •，氐 
的一个极大线性无关组。 r ■ 

点 评：例 2和例3的结论直观上看都是显然的。如何根据极大线性无关组的定义把 
道理讲清楚并不容易。我们在上面写出的证明是严谨的。 

例 4 证明： 在《维向量空间中，任一线性无关的向量组所含向量的个数不超 
过 w 。 

证明 设 ai ，…， a , 是中线性无关的向量组。由于 flti ， …，％ 可以由 i ， e 2 ， …， e „ 
线性表出。据推论3得^<〜 ■ 

注： 例4也可以从中任意 n + 1 个向量都线性相关”立即得出。 

例5 证 明：在 w 维向量空间 K n 中， w 个向量 a ， a 2 ，•••，《» 线性无关当且仅当 K ” 中 
任一向量都可以由屯，<* 2 ，…，《„线性表出。 

证明 必要性。设 屯，％ ，…，线性无关。在中任取一个向量 p 。 由 3.2 节的例4 
知，向量组如 ， ce 2 ，…， cr „， p 必线性相关。从而 P 可以由 ai ， a 2 ， *, a „ 线性表出。 

充分性。设 K ” 中任一向量都可以由 ai ， a 2 ，…，线性表出。则 &， e 2 ，…，仏可以由 
ai ， a 2 ，…， a :„ 线性表出。据命题3得 

rank{ei ,c 2 ， ••• ， s„} < rank{«i ,a z ，”. ，<*„}• 

由于 A ， s 2 ，•••，《« 线性无关，因此 rankUi ，松，…， } = n 。 从而 rank {« i ， ct2 ，…， flf n } = n 。 
于是 ai ， flt 2 ，•••，<»„ 线性无关。 ■ 
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例6 证明： 如果向量组的，…， Cf s 与向量组 A ，…，％ ，P 有相等的秩，那么 p 可以由 
APi ，…， Cf s 线性表出。 

证明设 h \是向量组 cn ，•••，％的一个极大线性无关组。则 a ;1 ，…，，於可 
以由 A ，…， a ,， p 线性表出。据命题 3 得 犷 

rank{a £i ， … ， a ir ， fi} < rank {a ： ， … ,a s ， p} 

又已知 rank{ai > ••• ,a s =rank{ai , ■** ,a s } =r, 

因此 rank { ，…， cr 、， p }< r < r + l 。 

从而 a tl ，…，\ ， P 线性相关。又由于，…，线性无关，因此 p 可以由~，…，线 
性表出。从而 p 可以由 a : ，…， 私线性 表出。 r m 

点评： 有关秩的问题，通常都要取向量组的一个极大线性无关组。例如在例6的证 
明中，如果不取向量组的，…，％的一个极大线性无关组，那么虽然有 rank { ttl ，…， a 5 ， p } 
= rank {« i ，— ， a s }<5< s + l ，从而，… ， a s ， p 线性相关，但是由于的，…， cc s 不一定线性 
无关，因此得不出 P 可以由〜，•••，％线性表出的结论（请读者举一个 例子： 线性 
相关，但是 P 不能由线性表出）。 

例 7 证 明：两 个向量组等价的充分必要条 件是： 它们的秩相等且其中一个向量组 
可以由另外一个向量组线性表岀。 

证明必要性由命题 4 和向量组等价的定义立即得出。 

充分性。设向量组（ I )与向量组 （ n ) 的秩相等，并且（ I )可以由 （ n ) 线性表岀。设 
%，…， 与 p ” …， p r 分别是向量组 （ I ) 与 （ n ) 的一个极大线性无关组。则阶，…，队可以 
由向量组 （ I ) 线性表出， （ n ) 可以由趴 ，…，札 线性表出。又已知 （ i ) 可以由 （ n ) 线性表 
出，因此山 ，…， I 可以由扒，… ，札线 性表出。任取 ft () = 1，2厂"，^*)。则 ai ，…， a r ， Pj 可以 
由扒，•••，尽线性表出。据命题 3 得 

rank{ai ， … ， a r ， ft} < rankly ， … ， fi r } = r < r + 1. 

因此阶，…， a r ， ft 线性相关，又免，…， a r 线性无关，因此 ft 可以由 ai ，…， t 线性表出。从 
而 ft ，…，扒可以由〜，…，私线性表出。因此向量组 （ n ) 可以由向量组 （ I ) 线性表出。于 
是向量组（ I )与 （ n ) 等价。 ■ 

例8 证明： 一 个向量组的任何一个线性无关组都可以扩充成一个极大线性无关组。 

证明设向量组 flfi ，…，的一个线性无关组为 a ; ，…， a ; ，其中若 m = 则 

i m 

，…，％就是向量组 a : ，…， a s 的一个极大线性无关组。下面设 rn <0。 如果\，…，\ 
不是 A ，…，％的一个极大线性无关组，那么在其余向量中存在一个向量氏 +1 ，使^ 
^，…，^，钆^线性无关。如果它还不是斯，…，％的一个极大线性无关组，那么在其余 
向量中存在一个向量 < r im +2 ，使得 a tl ，…， ct lm ， ct Wl ，' +2 线性无关。如此继续下去。但是 
这个过程不可能无限进行下去（因为总共只有 s 个向量），因此到某一步后终止。此时的 
线性无关组 aq ，…， ， a < +1 ，…，就是 flfi ，…， a 5 的一个极大线性无关组。 ■ 

例 9 设 " 



(1) 证明： « i , a 2 线性 无关； 

(2) 把 ai ，0 f 2 扩充成 cti ， a 2 ， a 3 ， a 4 ， ot 5 的一个极大线性无关组。 
a ) 证明由于 |2 s 

2 — 15#0， 


因此 


— 1 


线性无关。从而它们的延伸组免，1* 2 也线性无关。 


( 2 )解把 a 3 添到 cti ， cr 2 中，直接观察得 a 3 = eei — 。因此 a !， a 2 ， a 3 线性相关 

把 a 4 添到 «1 , a 2 中，由于 

12 5 Ol I 2 5 Ol 


o 


3 -1 -1 




一 1 一1 




25 


(― D • ㈠ 严 25 — 4 #， 


因此 


3 ， 一1 ， 一 1 

4 3 7 

V / N. J V > 

把 a 5 添到 cfi ， a 2 ，《4中，由于 

2 5 0 

3 -1 -1 


线性无关。从而它们的延 伸组奶 ，奶，《 4 线性无关。 


2 5 0 

3 一 1 — 1 


25 

13 


15 


90 ^ 0 


\7 2 2 5 J | 13 0 0 9 | 

因此 cti ， a 2 ， a 4 ， a 5 线性无关。 

综上所述， ai ， a 2 ， ct 4 ， a 5 是 ， a 2 ，《(3 ， a 4 ， a 5 的一个极大线性无关组。 

*例10 s 个向量的向量组如果它的秩为 s — 1， 且包含成比例的非零向量。试 问：此 
向量组有多少个极大线性无关组？ 

解设 ai ，…， a , 的秩为 s — 1。不妨设％，… ， a ;- i 是 cti ，…，的一个极大线性无关 
组。由于成比例的非零向量是线性相关的，因此在叫，…，中不含成比例的非零向量。 
从而札与某个 —1) 成比例，8卩 ct s = ^ ai 。 由于 cr , 古0,因此 k ^0 o 据本章3, 2节的 
典型例题的例7的结果及其后面的点评，用 a , 替换《,后，得到的向量组％，…， 
a t +1 ，…， 仍线性无关。据本节例2的结果，它是&，•••，&的一个极大线性无关组。 
而用替换％(7‘#纟，1<)<乃后得到的向量组都线性相关（因为部分组 a , , a , 线性相 
关）。因此的，…，私恰好有两个极大线性无关组。 

例11设数域 K 上的72级矩阵 


满足 


n 


“11 

^12 … 

ain 

a 2i 

• 

• 

«22 … 

舞 

• 

a 2n 

攀 

• 

糠 

^nl 

• 

<^n2 … 

* 

^rm 


■ 

? 1 = 

1 ， 2, 




104 




第 3 章线性方程组的解集的结构 


证明： A 的列向量组 AT ! ， ff 2 ，…， 的秩等于 W 。 

证明只需证明此，!^，…，仏线性无关。 

假如 flfi ，》2 ， … ， a n 线性相关，则在 fC 中有一组不全为0的数々1 ， k 2 ， … ， k n ，使得 

kia\ + k 2 a 2 + + k n a n = 0 . ( 3 ) 

不妨设 |々/ 1 = max { | h | ，|是 2 丨，…， | ^„ | } 

在 （3) 式考虑第 Z 个分量的 等式： 

々 icm + k 2 ai2 + •" + kia a + "* + k n ain = 0. (4) 

从 (4) 式得 


a u 



kt-i 


^/+1 

~ 7 ~ a t,l+l 


k 


n 



从 （5) 式得 



(5) 


a u I ^ 2 

)=i 


k t 


a h I ^ I a U 

> =i 


( 6 ) 


这与已知条件矛盾。因此％ ， a 2 ，… ，〜 线性无关。从而它的秩等于 n 。 ■ 

点 评：例 11的矩阵 A 称为主对角占优矩阵，上述结果 表明： 主对角占优矩阵的行列 
式不为0。 


习题 3.3 

1. 设向量组 



f 2 1 


’— 1 、 


f 7 1 

Oi = 

0 

， a 2 — 

3 

f ®3 — 

— 4 


0 

j 


0 


0 

\ J 


^ a !, a 2 , a 3 的一个极大线性无关组，以及它的秩。 

2. 设向量组 



， 3 、 


r 27i 


1 、 


— 2 

» a 2 — 

一 18 

， a 3 — 

5 


0 


0 


8 

、 j 


^ a 1? a 2 , a 3 的一个极大线性无关组，以及它的秩。 

3. 设向量组 


ai — 

r O ^ 

— l 

2 

? a 2 

「吒 1 

3 

7 

> a 3 = 

「丄 1 

4 

5 

f a 4 — 

r / 〕 

— l 

2 

， a 5 

' JL 、 

2 

5 


5 

、 > 


2 

、 j 


-3, 


0 

\ > 


6 

\ J 


(1) 证明％ ，恥 线性 无关； 

(2) 把％，《2扩充成 cti ， a 2 ， a 3 ， a 4 ， cf 5 的一个极大线性无 关组。 


3.4 子空间的基与维数 
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4. 证明 ：数域 K 上的 n 个方程的 n 元线性方程组 

xiai + x 2 a 2 + + oc n a n = P 

对任何都有解的充分必要条件是它的系数行列式 | A |#0。 

5. 证明： rank { ai ，…，，此，…，於 J^ranMc^ ，…,«, } + rank { j # i ，…， J 9 r } 。 

6. 设向量组％，…，《,的每一个向量都可以由这个向量组的一个部分组％， …，％ 唯- 
地线性表出。证明：％，…，％是，… ，私 的一个极大线性无关组，且 rank{ai ， …， : r。 

7. 设向量组 <*i，a2 ，<*3，》4线性无关。令 


pi = ai — «2» p2 = az — oh ， fiz = Oh — ou ， = a 4 — «i - 

求 p ” fi 2 n 的一个极大线性无关组。 

8•设 Pi =a 2 + a 3 H - ^a m ， p 2 =ai +a 3 H -， 

… … … … p m = tti +a 2 + • 

证明： rank(Pi , fi z ,***，p m } =rank{cci，a 2 ，… ，a w } 。 

9. 设数域 K 上 sX / z 矩阵 


， a u a u … a ln ^ 

a 2 \ a 2 2 … o, 2 n 

A = 

m • • 

• • • 

• • • 

a A a sZ ••• a sn 

\ ^ 

满足，且 

n 

2 Uji 】 \ a ij ^ i = l ， 2，^"，L 

> =i 

证明： A 的行向量组 y:，y 2 ，•••，？， 的秩等于 s。 

10. 设向量 p 可以由向量组〜，山， …， a s 线性表出，但是 P 不能由 ai,a 2 , ^ 
性表出。证明： rankles，a 2 ，…， a 5 } =rarxk{ai，Cf 2 ，…， ， P } 。 


3.4 子空间的基与维数 


3.4.1 内容精华 

线性方程组 -riffi + x 2 € t 2 +… +*3：„ a „ = P 有解的充分必要条件是 P 6 〈 ai ， ce 2 ，…， A 〉。 
为此需要研究向量空间的子空间的结构。几何空间 V 中，取定三个不共面的向量€，苟， 

苟，则空间中任一向量都可以由唯一地线性表出，于是几何空间 v 的结构就很清 
楚了。由此受到启发，我们在《维向量空间的子空间1/中，引进下述 概念： 

定义1设 U 是 K ” 的一个子空间，如果 cti ，<»2，… ， a r GL /， 并且满足下述两个条件： 

(1) Cfi ， CT 2 ，…，1线性无关， 

(2) U 中每一个向量都可以由 A ， a 2 ，…，队线性表出， 

那么称 Cfl ，1*2 ，…， Cfr 是的一 * 个基。 
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由 于识， or 2 , …， a r 线性无关，因此如果 a 可以由 ai , a 2 a r 线性表出，那么表法唯一。 

显然， &，&，•••，& 是的一个基，称它为的标 准基。 

定理1 的任一非零子空间 C 7 都有一个基。 

证明 取 U 中一个非零向量 ％ ，向量组 ％ 是线性无关的。若 < ai >^ L 7, 则存在 a 2 GLT ， 
使得 a 2 硭 <的〉。于是 a 2 不能由线性表出，因此 ai ， a 2 线性无关。若 〈奶， 奶>參?7,则存 
在的 6 L /， 使得 cr 3 茫〈斯，《 2 >。从而①，奶， a 3 线性无关。由此继续下去。由于 K ” 的任一 
线性无关的向量组的向量个数不超过《，因此到某一步终止。 B 卩 < ai ，《 2 ，…， cr s >= C /。 于 
是的，灸，…， a , 是 U 的一个基。 ■ 

定理1的证明过程也表明，子空间的任意一个线性无关的向量组都可以扩充成 L 7 
的一个基。 

由于等价的线性无关的向量组含有相同个数的向量，因此有 

定理 2 的非零子空间 L 7 的任意两个基所含向量的个数相等。 ■ 

定义 2 iC ” 的非零子空间 L 7 的一个基所含向量的个数称为1/的维数，记作 dim K U ， 
或 dim U 。 

零子空间的维数规定为0。 

由于 Si ， c 2 ，•••，&是 K " 71 的一个基，因此 dim K " n = w 。 这就是把 称为 n 维向量空间 
的原因。 

基和维数对于决定子空间的结构起着十分重要的作用。 

设化，…， a r 是的子空间1/的一个基，则 L 7 的每一个向量 a 都可以由 ，…， a r 
唯一地线性 表出： 

a = aia 3 + a 2 a 2 H - +a r a r . 

把有序数组 （ a ，❼，… ， a r ) 称为 a 在基 ， a 2 ，…，下的坐标。 

命题1 设 dim L /= r ， 则 L 7 中任意 r + l 个向量都线性相关。 

证明 取17的一个基 〜，山 ，…， a r 。 则1/中任意 r + l 个向量 fr ， p 2 ，… ，札 +1 都可由 
ai ， a 2 , *, a r 线性表出。据 3. 3 节的引理 1 得 ，見， ft ，…， P 出线性 相关。 ■ 

命题 2设 dim L /= r ，则1/中任意 r 个线性无关的向量都是 L 7 的一个基。 

证明 任取 U 的线性无关的向量 《i ， a 2 ，…， a r 。 任取 P 6 C 7。 由命题1的结论得， 
% ，…， 私，/^性相关。从而 p 可由％ ，…， 私线性表出。因此％ ，… ，仏是 L 7 的一个基。 ■ 

命题 3设 dim l /= r ， 设 ％ ，…， 义61/。如果 U 中每一个向量都可以由 ai ，…， 私 线 
性表出，那么 Cfl ，…， flfr 是^"的一 1 个基 o 

证明 取 U 的一个基 ^，…， &。由已知条件得 ，表 ，…，象 可以由 ，…， 线性表 
出，因此 

r = rank {5 i ，5 2 ，••• ，5 r } < rank { ai ， a 2 ， •..， flf r } 

从而免，奶，…， t 的秩为 r •，因此它线性无关。从而它是1/的一个基。 ■ 

命题4 设 U 和灰都是 JC ” 的非零子空间，如果那么 

dim U < dim W . 

证明 在 t / 和 W 中分别取一个基 cti ，…， a r ; iji ，…，彷。因为 U ^ W ，所以 岛 ，…， flr r 
可以由 ？ Ji ，•••，卬线性表出，从而 r <^ 0 ■ 


3.4 子空间的基与维数 
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命题5 设1/和 W 是的两个非零子空间，且 L / GW ， 如果 dimU=dim W ， 那 
么 U = W 。 

证明 L 7 中取一个基 ai ，< x 2 ，…， Cf r 。 由于因此山 ， a 2 ，…，由于 dim 
dim U = r ， 因此 cn ， 奶，…，私是 W 的一个 基。 从而 W 中任一向量 P 可以由阶 ， a 2 ，…， a r 线 
性表出。于是 peu 。 因此 w 匚 u ， 从而 u = w 。 ■ 

命题1，2,3,5表明维数在研究子空间的结构中起的作用。 

由向量组 Cfi ，< r 2 ，•••，<*,生成的子空间 W = < cti ， a 2 ， … ， a s > 的结构如何？取 cti ， a 2 ，…， 
a , 的一个极大线性无关组 a , j ，…，\。由线性表出的传递性可知， W 中每一个向量都可 
以由~，…，\线性表岀，因此<^， …， (^是 W 的一个基。从而 dimW = r 。 这证明了下 

述定理。 

定理3 向量组 ai ， Cf 2 ，…， ot s 的一个极大线性无关组是这个向量组生成的子空间 
<ai , a 2 ，…，％>的一个基，从而 

dim < ai ， fif2 ，… ， a s > = rank { ai ， a 2 ， ••• }. ■ 

注意区别 dim < ai ， Cf2 ，…， a s > 与 rank {« i ， a 2 ，… } 是不同的两个概念： 
dim 〈 ai ， a 2 ，…，％〉是由 ai ， ct 2 ，…， a , 生成的子空间的维数，它等于这个子空间的一 

# 華 

个基所含向量的个数；而 rank { ai ， ct 2 ，…， a ,} 是向量组 ori ， a 2 ，…， a s 的琴，它等于这个向 
量组的一个极大线性无关组所含向量的个数。维数是对子空间而言，秩 i 对向量组而言。 
子空间有无穷多个向量，而向量组只有有限多个向量。 

数域 KlsXw 矩阵 A 的列向量组 Cfi ， ce 2 ，…，生成的子空间称为 A 的列空间 ； A 
的行向量组 h ， y 2 , …， y , 生成的子空间称为 A 的行空间。由定理 3 知道， A 的列（行）空 
间的维数等于 A 的列（行）向量组的秩。 

3.4.2 典型例题 


例 1 设在中，令 

U = { (ai , a 2 ? *•* » a r ,0 , **• , 0) r } | G ^ > i — 

求子空间 U 的一个基和维数。 

解 L 7 中任一向量 ， a 2 ，…， a r ，0,…，0)'可以表成 

a = ai£i + a 2 S2 + *** + ， 

由于& ，心，… ，匕 线性无关，因此它的一个部分组& ， C 2 ， •• •，仏 也线性无关。从而 £ i ， S 2 ， 
…， r 是 L 7 的一个基。于是 

dim U = r . 

例 2设 A 是数域 K 上的 n 级矩阵。 证明： 如果 | A |#0, 那么 A 的列向量组 oe ! ，奶， 
, a „ 是(由列向量组成）的一个基； A 的行向量组，•••，/«是尺"（由行向量组成) 
的 一 ■个基。 

证明 由于|川关0,因此 A 的列向量组线性无关，又由于 dim 因此据命题2 

得， A 的列向量组是的一个基。同理， A 的行向量组是由行向量组成）的一个基。 




3.5 矩阵的秩 


攀 
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1 

a! 、 



1 

1 

1 

a 4 、 


rl 

0 

0 

0 

a 4 

a 3 ' 
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0 

1 

1 


- > 

0 

1 

1 

1 


- >■ 
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1 

0 

0 

^3 
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0 

1 

1 

1 

a 3 


0 

0 

1 

1 

a 2 


0 

0 

1 

0 

“2 

—— U\ 

1 

1 

1 

1 

/ 


0 

0 

0 

1 

J 


0 

V, 

0 

0 

1 


dl 
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因此原线性方程组的唯一解是 

(^4 — ^3 r — a 2 » a 2 _ a i » ). 

从而 or 在基 cn ， a 2 ， a 3 ， ce 4 下的坐标为上述有序数组。 

习题 3. 4 

1. 找岀 K 4 的两个基，并且求向量《=(^，七，^，〜）分别在这两个基下的坐标。 

2. 证明： 中的向量组 



r 1 ] 


r 1 ^ 


「 11 


0 


1 


1 


0 

% 

* 

，卟 

0 

• 

_ 

， … ，卟 

1 

• 

0 


_ 

0 

、 J 


_ 

0 


• 

1 

、 J 


是 K ” 的一个基。 

3. 判断下述向量组是否为 K 3 的一 个基: 



f 2 ] 


r 


一 2、 


[2] 


f 5 1 


「7〕 


rli 


「 0] 


「2] 

(1) 

1 


2 

J 

2 

;(2) 

5 


— 2 


-3 

;(3) 

0 


4 

， 

-4 


、 2 」 


、— 2 J 


1 

、 / 


、 6 」 


、 3 」 


4 

^ y 


1 




3 


4. 第3题的第 （1) 小题中的向量组如果是 K 3 的一个基，求向量，七， a 3 )' 在此 
基下的坐标。 

5. 设 L 7 是的一个非零子空间， 证明： C 7 中任一线性无关的向量组可以扩充成 (7 
的一个基。 


3.5 矩阵的秩 


3.5.1 内容精华 

线性方程组 X iai 十 x 2 a 2 十…十的增广矩阵既有列向量组的秩，又有行向量 

组的秩，研究这两者之间的关系就能充分把握线性方程组的信息，从而有助于判断线性方 
程组有无解，以及讨论它的解集的结构。 

矩阵 A 的列向量组的秩称为 A 的 列秩； A 的行向量组的秩称为 A 的 行秩。 

矩阵 A 的列秩等于 A 的列空间的维数， A 的行秩等于 A 的行空间的维数。 
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研究矩阵 A 的行秩与列秩之间的关系，途 径是： 先研究阶梯形矩阵的行秩与列秩的 
关系，然后研究矩阵的初等行变换是否既不改变矩阵的行秩，也不改变矩阵的列秩。 

定理1阶梯形矩阵 J 的行秩与列秩相等，它们都等于 J 的非零行的 个数； 并且/ 
的主元所在的列构成列向量的一个极大线性无关组。 

证明设数域 K 上 sXn 阶梯形矩阵/有 r 个非零行 （ r < d ， 则 J 有 r 个主元，它们 
分别位于第 ji ，…， 人列。于是/形如 

-0 … 0 c U] …… c Xjr …^ 

0 … 0 0 … C 2jz … c 2jr … c 2 „ 

• ♦ « 摯 • • 

• •搴 • _ • 

• « • 華 _ _ 

0 … 0 0 … 0 … c r j r … c m ， 

0 … 0 0 … 0 … 0 … 0 

m • _ • _ * 

• « ♦ 馨 _ _ 

• • _ • • • 

0 … 0 0 … 0 … 0 … 0 

V J 

其中 

把 J 的列向量组记作 fifi ， Cf 2 ，…， a „ ;行向量组记作 yi ， y 2 ，…， K 。 

先求 J 的列秩。由于 

C Uz … 

0 c 2 j … c 2j 

• / r = c % c 2;2 … c nr 尹0， （1) 

• _ 

• • 

0 0 … c r]r 

因此向量组 



线性无关。从而它的延伸组 ， ct _； 2 ，…， ' 也线性无关。于是 rank { o ；T , a ；r } = r 0 

从而 

dim < a Jl , a ；2 ,a Jr ) = r . 

设 

I 

U = { ( a ! ，… ，0 ， ... ，0)' I 〜6 K ， z ’ = 1，2 ，…， r } • 

据本章 3. 4 节的典型例题的例 1 的结果 ， dim U = r a 
由于 A ，山 ，…， G U ，因此 

ia^ ， ce J 2 ， … ? a Jr > ^ <ai ， a 2 ， … »a «) 

从而 

r = dim ( a , , a ,，•••，《)〉< dim ( a 1 , a 2 ，…， Cfn 〉< dim U = r t 

1 O T 


由此得出 
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dim 〈 ai ，《 2，…， a 


n 


于是 J 的列秩等于 r 。 由于 ， a , 2 ，…，氕线性无关，因此\ ，〜， •••，、是/的列向量组 
的一个极大线性无关组。 ^ 

再求 J 的行秩，从 （1) 式得出，向量组 


(c 


1 > 


Cl >2 







( 0 , 



(0， 0，…， c rJr ) 

线性无关。从而它的延伸组 h ， y 2 ，…， I 也线性无关。由于…= 0,因此 
。，。，…，广是”，:^，…，％的一个极大线性无关组，从而 •/ 的行秩等于 

综上所述， J 的列秩与行秩都等于/的非零行个数 r ， 并且/的主元所在的第 
，…， a 列构成列向量组的一个极大线性无关组。 ■ 

定理2矩阵的初等行变换不改变矩阵的行秩。 

⑦+ (D 々 

证明设」 -，可证 A 的行向量组 7 i ，…， y , ，…， a ，…，与 B 的行向量组 

^，…，^，，…，乃十扑,.，…，/,可以互相线性表出，从而它们等价。因此 A 的行秩等于 B 的 
行秩。 

设显然 A 的行向量组与 C 的行向量组等价，从而它们的行秩相等。 

设其中 Z 关0。易证 A 的行向量组与£：的行向量组等价，从而它们的行 
秩相等。 ■ 

定理3矩阵的初等行变换不改变矩阵的列向量组的线性相关性，从而不改变矩阵 
的列秩。即 

(1) 设矩阵 C 经过初等行变换变成矩阵 D ， 则 C 的列向量组线性相关当且仅当 D 的 
列向量组线性 相关； 

(2) 设矩阵 A 经过初等行变换变成矩阵 B ， 并且设 B 的第』列构成 S 的 
列向量组的一个极大线性无关组，则 A 的第，“，•••，>列构成 A 的列向量组的一个极 
大线性无关组；从而 A 的列秩等于 B 的列秩。 

证明 （1) 设 C 的列向量组是 t ，帘，…，卟； D 的列向量组是心 ，表 ，…，&。当 C 

经过初等行变换变成 D 时，相应的齐次线性方程组 + x 2 r\z H 十: =0 就变成 

^4+^^ +…十心心=0。从而这两个齐次线性方程组同解。因此其中一个方程组有 
非零解当且仅当另一个方程组有非零解，于是叩，叩，…，卟线性相关当且仅当心，^，…， 
a n 线性相关。 

(2) 当 A 经过一系列初等行变换变成 B 时， A 的第 ；1 ， j 2 ，…，六列组成的矩阵 A 变 
成了 B 的第，…， A 列组成的矩阵由已知条件和第 （1) 部分的结论得的列 
向量组线性无关。在 A 的其余列中任取一列，譬如设第 Z 列，在 A 变成 B 的一系列初等 
行变换下， A 的第夂^，…，入 ，/ 列组成的矩阵 A 2 变成了 B 的第 ；1 ， ;2 ，…小列组成的 
矩阵 B 2 。 由已知条件和第 （1) 部分的结论得 ， A 2 的列向量组线性相关。因此 A 的第 
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列构成 A 的列向量组的一个极大线性无关组。从而 “ A 的列秩 = r = B 的列秩”。 


定理 4 任一矩阵 A 的行秩等于它的列秩。 

证明 把 A 经过初等行变换化成阶梯形矩阵 J ，则 

A 的行秩=/的行秩= J 的列秩= A 的列秩。 ■ 

定义1矩阵 A 的行秩与列秩统称为 A 的秩，记作 rank ( A ) 0 
推论1设矩阵 A 经过初等行变换化成阶梯形矩阵 J ， 则 A 的秩等于 J 的非零行个 
数。设/的主元所在的列是第 j 1，）2，…， h 歹！1，则 A 的第）：，…，乂列构成 A 的列向量 
组的一个极大线性无关组。 

证明 由定理3、定理1立即得到。 ■ 

推论1给出了同时求出矩阵 A 的秩和它的列向量组的一个极大线性无关组的方法。 
这个方法也可以用来求向量组的秩和它的一个极大线性无关组，只要把每个向量写成列 
向量，并且组成一个矩阵。这个方法还可以用来求向量组生成的子空间的维数和一个基。 
推论1还告诉我们，尽管矩阵 A 经过不同的初等行变换可以化成不同的阶梯形矩阵，但 
是这些阶梯形矩阵的非零行个数是相等的，都等于 A 的秩。 

由于矩阵 A 的行向量组是 A ' 的列向量组，因此 

rank ( A ) = rank ( A ’）. 

又由于矩阵 A 的列向量组是的行向量组，因此对 A 作初等列变换也就是对 A ' 作初等 
行变换。从 而有： 

推论2矩阵的初等列变换不改变矩阵的秩。 ■ 

在定理1的证明过程中看到，阶梯形矩阵 J 有一个 r 级子式 （1) 不等于0,而所有 r +1 
阶子式都包含零行，从而其值为0,对于一般的矩阵也有类似的 结论： 

定理 5 任一非零矩阵的秩等于它的不为零的子式的最高阶数^ 

证明 设 sXn 矩阵 A 的秩为 r 。 则 A 有 r 行线性无关，它们组成一个矩阵。由 
于 rankCAJzr ， 因此 A : 有「列线性无关。于是 A 的这 r 列形成的行列式不为0,而这 
是 A 的一个 r 阶子式。 

设 m 〉 r ， 且 m < min { s ， n } 。任取 A 的一个 m 阶子式 


A 


k”k z ，…， k 

l \ ，… 



( 2 ) 


由于 A 的秩为/■，因此 A 的列向量组的极大线性无关组由 r 个向量组成。由于 A 的第 
I ' 山 ，…， l m 列可以由 A 的列向量组的极大线性无关组线性表出，且 m > r ， 因此 A 的第 
1'山，一上 列线性相关（据 3. 3节的引理1)。由于 A 的 m 阶子式 （2) 的列向量组是 A 的 
第列的缩短组，因此它们也线性相关，从而 A 的 m 阶子式 （2) 等于0。 

综上所述， A 的不等于0的子式的最高阶数为 r 。 ■ 

定理4和定理5表明，任一非零矩阵 A 的行秩等于列秩，并且等于 A 的不为零的子 

式的最高阶数。由此看出，年呼印学是一个非常深刻的概念，它彳7 呼零寧印琴， 3 

呼旱，不多等 f 手个,莩半爭此外， a ^ hlwkk^Am 

(•列 •)-^6 维•数•，蚣4 1 二来 •说 ’，A 士合 空间是72维向量空间 K ” 的一个子 
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空间，而 A 的列空间是 s 维向量空间的一个子空间，它们的维数竟然相等！而且还等 
于 A 的不为零子式的最高阶数！这说明矩阵的秩这个概念深刻地揭示了矩阵的内在 
性质。 

定理5还给出了求矩阵的秩的另一种方法，即求不等于零的子式的最髙阶数。利用 
最高阶的不等于零的子式，还可以求出矩阵的行（列）向量组的一个极大线性无关组。即： 

推论 3设矩阵 A 的秩为 r ， 则 A 的不等于零的 r 阶子式所在的列（行）构成 A 

* 

的列（行）向量组的一个极大线性无关组。 

证明 A 的不等于零的 r * 阶子式的列（行）向量组线性无关，从而它的延伸组也线性 
无关。即 A 的相应的 r 列（行）线性无关。由于 A 的秩为 r ， 因此这 r 歹 lj ( 行）构成 A 的列 

(行）向量组的一个极大线性无关组。 ■ 

一个 n 级矩阵 A 的秩如果等于它的级数〃，那么称 A 为满秩矩阵。 

推论4 n 级矩阵 ‘ A 满秩的充分必要条件是 1 A | 关0。 

证明 n 级矩阵 A 的秩等于 n 

<=> A 的不等于零的子式的最高阶数为 w 

< >| A | 尹0。 


3.5.2 典型例题 


例1 计算下述矩阵的秩，并且求它的列向量组的一个极大线性无关组: 


解 


A 


— 3 0 2 

11-2 

— 2 1 0 


[05-4 

用初等行变换把 A 化成阶梯形 矩阵： 





4 




3 0 




0 




1 — 2 4、 

0 2—1 


0 

4 





因此 rank ( A ) = 3， A 的第1，2,3列构成 A 的列向量组的一个极大线性无关组。 

例2 求下述向量组的秩，它的一个极大线性无关组，以及 〈Cfi ， a 2 ， a 3 ， a 4 > 的维数和 


一 个基。 


擊 
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r — 2 - 


， 4 、 


「 3] 


，一 1 、 


4 


0 


—1 


2 

= 

9 

, a 2 — 

- 5 

* flf3 

—1 

9 a 4 

4 


1 

、 J 


3 


5 

、 > 


0 

V J 


解 


■2 


4 

3 

— 1 〕 


f 

2 

4 

3 

-1 

4 


0 

-1 

2 

- ► 


0 

8 

5 

0 

9 

— 

- 5 

-2 

4 



1 

11 

10 

0 

1 


3 

5 

0 



1 

3 

5 

0 


「1 

3 

5 

0 、 


fl 

3 


5 

0 1 


0 

8 

5 

0 


0 

2 


8 

— 1 


0 

8 

5 

0 

- ► 

0 

0 


27 

4 


0 

10 

13 

—1 

〆 


0 

V. 

0 


0 

0 

J 


因此 rank { 仏， a 2 ， a 3 ， a 4 } = 3， cti ， cc 2 ， a 3 是 a ! ， a 2 ，取， a 4 的一个极大线性无关组; 
dim < a ! , a 2 ，《3， a 4 > =3， ori ， a 2 ， fif 3 是<免 ， cr 2 ， a 3 ? a 4 > 的一个基。 

例 3 求下述矩阵 A 的列空间的一个基和行空间的维数。 


解 

，— 3 4 — 1 

1-11 4 

0 12 


A 


0, 





厂 3 4—1 

1 — 11 4 

0 12 

— 2 — 7 3 

， 1 一 11 4 1 、 

0 —29 11 3 

0 12 5 


0, 





a 


0 

0 


-11 


0 


4 1 

2 5 

69 148 


[—2 —7 3 1 J [0 —29 11 3 J [0 0 0 0 J 

A 的列空间的一个基由第1，2,3列构成， A 的行空间的维数等于列空间的维数3。 
例4对于 A 的不同的值，下述矩阵的秩分别是多少？ 


A 


r- 1 2 A 1] 
— 61 10 1 


解 


[A 5 -1 2 j 

容易看出， A 有 2 阶子式不等于 0 。 试计算 A 的第2、3、4列构成的3阶 子式: 


2 A 1 
1 10 1 
5-12 


2 

-1 


A 1 
10-A 0 

-1-2A 0 





= 3A — 9. 


当 A 乒3时，上述3阶子式不等于0,从而 rank ( A )=3。 
当 A = 3 时，把 A 经过初等行变换化成阶 梯形： 
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「12 3 

一61 10 
3 5—1 

因此当 A = 3 时 ， rank ( A ) = 2。 


1 



0 一11 

0 0 


3 1 

8 - 5 

0 0 


例5 求下述复数域上 SX ” 矩阵 A 的秩，以及它的列向量组的一个极大线性无 
关组。 


A 


V 

.饥十1 


1 


2 m 


V 


2(771+1) 


V 


( n — ) ) ( m +1) 


V 




1 


(71—1) [饥 +( 广 1)] 


其中卩 


是正整数 


解 A 的前 s 列组成的 s 阶子式为 


V 


V 


2 m 


m » 


7( 


l ) 


7 


m+l 


7 


2(m+l) 


V 


(广 1) ( 771+1) 




rn2m ^ ^ ^ 

7j 7j …彳 


V 


^2 

V 


■蠡 ft 




5-1 


7 


广 1 _2C^l) 


V 


(5^1) 


. 2 穴 


由于 , 且，因此 In 2 ，…， V — 1 两两不等，从而上式等号右边的 s 阶范德蒙行列 
式不等于0,于是 A 的前5列组成的5阶子式不等于0。由此得出， rank ( A )> s 。 又由于 
A 只有 s 行，因此 rank ( AXs 。 从而 rank ( A )= s 。 A 的前 s 列构成 A 的列向量组的一个 
极大线性无关组。 

例6 证明： 如果 mXn 矩阵 A 的秩为 r ， 那么它的任何 s 行组成的子矩阵八：的秩大 
于或等于 r + s — m 。 


证明设矩阵 A 的行向量组为 h ， y 2 ，…， y m 。 任取 A 的 s 行组成子矩阵设 A 
的秩为 Z 。 SAi 的行向量组的一个极大线性无关组& , y l 2 ，…，。把它扩充成 A 的行 
向量组的极大线性无关组 h ，…， A ， A +1 ，…， \。显然 & +1 ，…，\不是 A 的行向量。 
因此 


r — I《m — 5. 

由此得出 l ^ r~\~s — m . ■ 

点评： 从例6再一次看出，有关向量组的秩的问题通常要取它的一个极大线性无 
关组。 

例 7设 A 、 B 分别是数域 K 上的 sXwyXm 矩阵。用 （ A ， B ) 表示在 A 的右边添写 
上 B 得到的 sX ( n + m ) 矩阵。 证明： rankO ^^ rankGAJ )) 当且仅当 B 的列向量组可 
以由 A 的列向量组线性表出。 
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证法一 设 A 的列向量组为 Ch ， a 2 ，… ，a„ ; B 的列向量组为 R，p 2 ，…，。贝!1 
(A，B) 的列向量组为 


ttl ， flt 2 ， … ， a„ ， Pl ， P 2 ， ." ， Pm. 

显然， 〈tfi，a 2 ，••• ’COG)%，or 2 ，…，，扒 ，p 2 ， …， p m > 

于是有 rank(A) = rank( (A ,B)) 

<=> dim〈cti，a 2 ，… ,a„> = dim<ai ，…，，趴，…， ^ > 

<=> <ai ， a 2 ， ••• ， a„) = (ai ， … ， a„ ， Pi ， … ， p m ) 

< > Pi ，办2， "■ ，仏 G〈cci，ct2 ，…， a„ > 

B 的列向量组可以由 A 的列向量组线性表出。 ■ 

证法二设 A，B 的列向量组分别为 ai，a 2 ，…， a„ ; Pi ， fi ” … ， p m 0 显然向量组 ai ， 
cf 2 ，…，队可以由向量组 cfi，cf 2 ，…， ，Pi，p 2 ，•••，〜线性表出。于是利用本章 3. 3 节的典 
型例题的例7的结果得 

rank(A) = rank((A,B)) 


<==> rank{«i , a z ，… ， a n } =rank{ai , ••- ，a„，J5i ，… ， fi m } 

<=> {ai ， a 2 , … ， ， … ， a„ ， JSi ， ." ， jL} 

< Pi ，…， Pm 可以由 flfi，《f2 ，… ，a„ 线性表出 
e=> JB 的列向量组可以由 A 的列向量组线性表岀。 ■ 

点评： （1) 例7的证法一利用了本章 3. 4节的内容精华的命题5。 

例7的证法二利用了本章 3. 3节的典型例题的例7的结果。 

(2) 一般地，据习题 3. 3的第5 题得： 

rank (( A , B )) ^ rank ( A ) + rank ( B ). 

例 8设 A 是矩阵， B 是矩阵。证明 ： 


/ A 0 、 

rank f ] = rank(A) + rank(B). 

lo Bj 

证明 对矩阵的前 s 行作初等行变换， 化成： 

Jr 0 ' 

00， (3) 

0 B 

V ^ 

其中人是 rXn 阶梯形矩阵，且 r 行都是非零行 ，r= ran k(A)。 再对矩阵 （3) 的后 Z 行作 
初等行变换，化成： 


Jr 0 、 
0 0 
0 h 


(4) 


1° 

其中是 zXm 阶梯形矩阵，且 i 行都是非零行 d = r ank(J5)。 最后对矩阵 （4) 作一系列 
两行互换， 化成： 
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Jr 


矩阵 （5) 是阶梯形矩阵，有 （ r +0 个非零行。因此 


(5) 


rank 


r 十 Z 二^ rank ( A ) + rank ( B ) 


例 9 设 A 是 sXn 矩阵， BSZXm 矩阵， C 是矩阵。证明 

A C 

rank ( rank ( A ) + rank ( B ). 

\ 0 B / 


证明 设 rank ( A ) = rank ( E ) 




o 


则 A 有一个 r ■级子矩阵，使得 |Ai I 关 0; B 


A C 

有一个丨级子矩阵，使得|氏|关0。从而^ 有一个0 + 0阶 子式: 


A c , 

0 B 1 


Ail I Bi I ^ 0, 


因此 


( A C 、 

rank f )^ 

0 B 


rank ( A ) + rank ( B ) 


点 评：例 9 和例 8 的结论在证明有关矩阵的秩的不等式或等式时很有用。这在以后 
会用到。 


习题 3 .S 


_计算下列矩阵的秩，并且求出它的列向量组的一个极大线性无关组。 


( 1 ) 


— 2 


( 2 ) 


一 1 


4 — 1 


0 -4 

1 -2 


— 1 —10 
4 —2 


5 — 


2. 求下列向量组的秩和它的一个极大线性无关组，以及向量组生成的子空间的维数 
和一个基。 


( 1 ) 


-1 


«1 




— 2 


， Oh 


— 1 


9 


-2 


— 5 


( 2 ) 


flfi 


«2 


— 1 ' 

— 1 ， 


— 3 


2 ? «4 ~ _ 1 ; 
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(3) 


a 


一 1 
2 
3 


f 


«2 


— 7 


a 3 


( — 1 、 

— 3 
0 

— 3 


ou 


— 9 


3. 求下述矩阵 A 的秩以及它的行向量组的一个极大线性无关组。 

1—2 4 , 


A 


3 


3 — 5 

11 17 


2 5 3 

4. 求下述矩阵 A 的列空间的一个基和行空间的维数。 

3 -2 —7 、 


A 


0 - 1 


4 


0 


4 1—11 

5. 对于 A 的不同的值，下述矩阵 A 的秩分别是多少? 

^ A ^ ' 

I 

A = 


2 


A 5 


10 


6. 证明 ：矩阵 A 的任意一个子矩阵的秩不会超过 A 的秩。 

7. 求下述复数域上矩阵 A 的秩以及它的列向量组的一个极大线性无关组 

: m j^4m 、 

m+1 ； 3(w+l) ； 4(m+l) 


A = 


m+2 ： 2(m+2) ： 3Cm+2) ； 4(^+2) 


: m+Z :2(m 十 3) ： 3C^i-h3) *4(w+3) 


其中是正整数。 

8. 求下述复数域上矩阵 A 的秩以及它的列向量组的一个极大线性无关组 


A 


m 

2m 

3m 

4 m 

CO 

O) 

O) 

O) 

m+1 

2{m+l) 

3Cm+l) 

4(m+l) 

CO 

CO 

CO 

O) 

m+Z 

2( m+2) 

3(m+2) 

4(^+2) 

CO 

CO 

cu 

00 


其中是正整数。 

9. 证明： 如果 mXn 矩阵 A 的秩为 r ，那么它的任何 s 列组成的子矩阵 B 的秩大于 
或等于 r + s ~ n 0 

10. 设 A 、 B 分别是数域 K 上的 sXn ， wXn 矩阵。用 ) 表示在 A 的下方添写上 B 

B 


得到的 （s + m ) X « 矩阵。 证明: 


A 


rank/ E Krank(A)+rank(E). 



.6 线性方程组有解的充分必要条件 • 119 • 

11. 证明： 

( A 0 , 

rankf ]^ rank(A) + rank(B). 

\C B) 

12. 设 A、B 分别是数域 K 上 sXw、ZXm 矩阵。 证明： 如果 mnk(A) =s，mnk(B) ，那么 

( A C, 

rank f ]— rank(A) +rank(B). 

\0 B) 

13. 设 A、B 分别是数域 K 上 5Xw，ZXm 矩阵。 证明： 如果 rank(A)=n，rank(B) =m, 

那么 

/A C , 

rank f ] = rank(A) + rank(B) . 

\0 B) 

14. 证明： rank( (A，B))>max{rank(A)，rank(B) } 。 

15. 证明： 如果一个 rz 级矩阵 A 至少有 n 2 —n+1 个元素为0,则 A 不是满秩矩阵。 

16. 如果一个 n 级矩阵至少有 n 2 -n+l 个元素为0 ， 那么这个矩阵的秩最多是多少? 
试写出一个满足条件的具有最大秩的矩阵。 


3.6 线性方程组有解的充分必要条件 


3.6.1 内容精华 

利用子空间的结构和矩阵的秩可以彻底解决数域 K 上任意线性方程组有无解、有多 
少解的判定问题。 

定理 1( 线性方程组有解判别定理） 数域 K 上线性方程组 

xiai + x 2 a 2 H -+ x n a n = p (1) 

有解的充分必要条 件是： 它的系数矩阵与增广矩阵的秩相等。 

证明 线性方程组 x lftl + x 2 a 2 H —— hx n a n = p 有解 

< > P6 <cfi ， ff 2 ， … ， a„ > 

< > <«i ， a 2 ， … ， a” ， P>G<cpi ， a z ，…， > 

< > <«fi ， ce 2 ， … ， a” ， P> = <flfi ， 0f 2 ，…， > 

<-—> dim<a! ， cr 2 ， … =dim<ai ， a 2 ， … ?a„) 

它的增广矩阵的秩等于系数矩阵的秩。 ■ 

定理2数域 K 上 n 元线性方程组 （1) 有解时，如果它的系数矩阵 A 的秩等于 n ，那 
么方程组 （1) 有唯 一解； 如果 A 的秩小于 rz ， 那么方程组 （1) 有无穷多个解。 

证明 把线性方程组 (1) 的增广矩阵 A 经过初等行变换化成阶梯形矩阵了。由于方程 
组 （1) 有解，因此 r a nk ( A ) = rank ( A )= J 的非零行个数。从而当 A 的秩（即 J 的非零行个 
数)等于 n 时，方程组 （1) 有唯 一解； 当 rank ( AX / z 时，方程组 (1) 有无穷多个解。 ■ 

把定理2应用到齐次线性方程组上，便 得出： 


_ 
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推论1齐次线性方程组有非零解的充分必要条 件是： 它的系数矩阵的秩小于未知 
量的个数。 ■ 

3.6.2 典型例题 


例1判断下述复数域上的〃元线性方程组有没有解？有解时，有多少个解？ 

f oc x + rj m x 2 + 十…+ 7j iv ~ l)m x n = bi , 

+ rj m+l x 2 + rf Cm+1) Jc z H - h rf n ~ lu ^x n = b z , 

J / 1 1 (2) 

♦攀# «•_ 

十 + 7 2|>f (广 1)] :c 3 H - h x n = b s , 

其中 , m 是正整数。 

解据本章 3. 5 节的典型例题的例 5 的结果，线性方程组 （2) 的系数矩阵 A 的秩等 
于于是它的增广矩阵 A 的秩大于或等于5。又由于 A 只有 s 行，因此 rank ( A )= s 。 
从而线性方程组 （2) 有解。 

由于 rank ( A )= s 。 因此当 s = n 时，方程组 （1) 有唯 一解； 当时，方程组 （1) 有无 
穷多个解。 

例2讨论 a 取什么值时，下述数域 K 上线性方程组有唯一解？有无穷多个解？ 
无解？ 

rCUCi + X 2 + X3 = 1 ， 

J 工 1 + ax 2 + 工 3 = 1 ， (3) 

+ x 2 + ax z = 1. 

解对方程组 （3) 的增广矩阵作初等行 变换： 

11 a 1 、 

0 a — 1 1 — a 0 . 

0 1 — a 1 — a 2 1 — a 

J 

当 a =\ 时，上述最后一个矩阵为 

rl 1 1 1^ 

0 0 0 0 , 

0 0 0 0 

v J 

从而 r ank ( A ) = l 。 此时也有系数矩阵 A 的秩为1。因此当 a = 1时，方程组 （3) 有解，且 
有无穷多个解。 

下面设 a 关1: 





rl 

1 

a 

1] 


rl 

i 

a 

1] 

A- 

—— ► 

0 

1 

— 1 

0 

- >■ 

0 

i 

— 1 

0 



0 

1 

1 a 

1 

J 


0 

0 

2 ~\~ a 

1 

J 


于是 rankA = 3。 当 a ^ — 2时 , rank ( A ) = 3 = rank ( A ) ，方程组 （3) 有唯一解; 
当 a = — 2时, rank ( A ) =2< Crank ( A ) ，方程组 （3) 无解。 
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综上所述，当且 a # — 2时，方程组 （3) 有唯 一解； 当 a = l 时，方程组 （3) 有无穷 
多个解；当 a =— 2时，方程组 （3) 无解。 

例 3 证明：线性方程组的增广矩阵 A 的秩或者等于它的系数矩阵 A 的秩，或者等 
于 rank ( A ) +1 。 

证明 考虑线性方程组 ACfi 十十… + x „ flf „= P 。 设 rankc / o ^ r 。 取 ％ ， ct 2 ，…， 

的一 1 个极大线性无关组％，…，％。如果 p 可以由％ ， a t ，…，％线性表岀，那么％，％， 

it T X A T { jJ 

… ， c ^也是 cci ， fif 2 ， …， ， P 的一个极大线性无关组。从而 rank ( A ) = r = rank ( A ) 0 如果 p 
不能由 ， a ;2 ，…，故 ; 线性表出，那么 ， a , 2 ，… ， a ir ， p 线性无关。于是，氣 2 ， …， a ir ，fi 
是 A ，…， 的一个极大线性无关组。此时 rank ( A ) = r + 1 - rank ( A ) + 1, ■ 

例 4 讨论下述齐次线性方程组何时有非零解？何时只有零解？ 

r x x + 2 x 2 — 1 lx 3 = = 0, 

2 x \ — 5 x 2 + 3 x 3 =0， 

5j：i ~\~ x z -\r clt 3 — 0, 

6 xi + 3 jc 2 十 6 x 3 = 0. 

解 对系数矩阵 A 作初等行 变换： 


fl 

2 

-11, 


「1 

2 

—11 〕 



2 

—11 〕 

2 - 

- 5 

3 

- ► 

0 

— 9 

25 

- ► 

0 

— 9 

25 

5 

1 

a 


0 

- 9 

55 + a 


0 

0 

30 -|- a 

6- 

V 

3 



0 

V 

-9 

66 + b 

j 


0 

0 

41十6 

j 


当 a =— 30且 6=— 41时， rank ( A ) = 2<3, 此时齐次线性方程组有非零解。 

当 a # — 30或— 41时 ， rank ( A ) =3,此时齐次线性方程组只有零解。 

例5 证明： 线性方程组 

'a u JC\ +a 12 x 2 + …+ a u x n = , 

^ 2 i^i + a 22 x 2 + …+ a 2n x n = b 2 » 

• • • 癱》« # • • •»_ ♦ « • 

a s ix { + a $2 x 2 H - +a sn x n = b,, 

有解的充分必要条件是下述线性方 程组： 

^a n jc 1 +a 2 】 :c 2 + … + = 0, 

+ a 22 x 2 H - = 0, 

畚__ *•• 者参 « 

ai n x l + a 2n x 2 M - +a sn x s = 0, 

bix x 十 h 工 2 H - +b s x s = L 

无解。 

证明用 A , A 分别表示线性方程组 （4) 的系数矩阵，增广矩阵。用 B , B 分别表示方 
程组 （5) 的系数矩阵，增广矩阵。令)》=(&，&，…， 6,) 。 贝 IJ 


(4) 


(5) 
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B 


A 





设 A ，:％ ，…，'是 S 的前 w 行的一个极大线性无关组。 S 的最后一行 y„ +1 = (p，l) 
不可能由 A ，…，'线性表出。因此 t ，:％ ，…，线性无关。从而它是 S 的行 


向量组的一个极大线性无关组。于是 rank ( B ) = r + 1 = rank ( A ') + 1 = rank ( A ) + 1 。 
从而 


线性方程组 （4) 有解 

< > rank ( A ) = rank ( A ) 

<=> rank ( A ) = rank ( A ) = rank ( A ’）= rank ( B ) ，且 rank ( B ) = rank ( A ) + 1 

< > rank ( A ) = rank ( B ) ，且 rank ( S ) = rank ( B ) 十 l > rank ( B ) 

线性方程组 （5) 无解。 ■ 


习题 3. 6 


1. 判断下述复数域上的线性方程组有没有解。若有解，请问有多少解? 

+ 工 2 + i 2m x 3 十 i 3m x 4 = b x , 

+ i m+1 x 2 十 i 2 ^> X3 + = b 2 , 

"x! + i m+2 x 2 + i 2(m+2 )x 3 十 i 3( -+ 2 )x 4 = 匕， 

攀 

A 十 i T ^ 3 jc 2 + i 2<w+3) x 3 + i 3(; " +3) ^ 4 ^ b A , 

\ 

其中 i = 1， w 是正整数。 

2. 判断下述复数域上的线性方程组有没有解。若有解，请问有多少解? 

+ ax 2 + a z x 3 + ■** 4- a rr ~ 1 jc n = b\ , 
x x + a 2 x 2 + a 4 x 3 + …十 a 2< ^ n x n = b 2 ， 

• • • •■ • m m 9 •• • 

Xi + a s x 2 + a Zs x z H -+ a sin " l) a: n ^ b s , 

其中 s < n , a ^ O 且当 0< r <0 时， 〆 乒1。 

3. 判断下述线性方程组有没有解。 

( 工 1 + x 2 + x 3 = I 9 


ax\ + bx 2 + cx z = d ， 
a 1 Xi J rb 1 X2 + c 2 x z = d 2 , 
a z joi - \- b 3 x 2 + c 3 x 3 = d z , 


其中两两不同。 

4. 下述齐次线性方程组何时有非零解？何时只有 零解? 



— 3x 2 - 

- 5j ： 3 二 

= 0 ， 

2x\ 

— 7x 2 - 

_ 4j ：3 = 

= 0, 

4xi 

— 9x 2 - 

f or 3 : 

= 0, 

5jci 

+ bx 2 - 

一 55x 3 = 

= 0, 


3.7 齐次线性方程组的解集的结构 
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. 已知线性方程组 


'd n x x 

+ a 12 x 2 - 

- H a ln x n 

<^2\OC\ 

< 

+ ^22^2 _ 

1 -+ a 2n x n 

• * « 

•磉 ♦ 

_畢》 •争_ 

dnl^l 

+ a n2 x 2 」 

卜 …+ 


的系数矩阵 A 的秩等于下述矩阵 


B 


的秩。证明此线性方程组有解。 




b z 


b 


'^11 

a 12 

… d U 

o\ ^ 

<321 

• 

• 

<^Z2 

m 

• 

… a 2n 

» 

• 

b z 

參 

• 

• 

<^n\ 

• 

a n2 

• 

… Oirm 

i 

b n 

b. 

b 2 

… b n 

o 


3 , 


齐次线性方程组的解集的结构 


3.7.1 内容精华 

数域 K 上〃元齐次线性方程组 

XiOi + x 2 ai H - -h*r M a„ = 0 (1) 

的一个解是 K ” 中一个向量，称它为齐次线性方程组 （1) 的一个解向量。齐次线性方程组 
(1) 的解集 W 是的一个非空子集。 W 的结构如何？ 

性质 1 若 y jew ， 则 r + sew . 

证明设 ( q ， c 2 ，… ，(: „)' ，5= Wi ，…，尤） ' 。由 因此 

ciflfi + c 2 a 2 H - + c n a n = 0, chai + d 2 a 2 H -+ d n a n = 0. 

从而 （ c 】 十 A )cti + ( c 2 + d 2 ) a 2 + … + 十 =0. 

于是 y +5= (q ， c 2 + d 2 ，…， c n + 足） ' 是方程组 （1) 的一个解。 ■ 

性质 2 若 yGWAeK ， 则 kyew. 

证明设 ( c ! , c 2 , , c M ) / 6 W ,]3 !l cittj + c 2 a 2 H - hc „ a „ =0. 

从而 ike' )a\ + ikc 2 )a 2 + … + ( kc n )a n =0. 

因此 ky={k Cl 9 kc 2f -,kc n yeW. ■ 

由上述得，疗冬學毕亨 ㉒ 爭寧 WMK n W 了个 f 辛呼， 称它为方程组 ( 1> 的 

解空间。如果方•程•组赢矩阵的•秩等 Tn ， 那•么•&』{&}:如果 rankCAXn ， 那 
么 W 是非零子空间。从而 W 有基。把解空间 W 的一个基称为齐次线性方程组 （1) 的一 
个基础解系， B 卩： 

定义1齐次线性方程组 （1) 有非零解时，如果它的有限多个解％，％，…，吸 满足： 
(1) ?| l ，1?2， … ，屮线性无关； 
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(2) 齐次线性方程组 （1) 的每一个解都可以由印，!^，…，印线性表出， 

那么称小，1/ 2 ，… ，屮是齐次线性方程组 （1) 的一个基础解系。 

如果求出了齐次线性方程组 （1) 的一个基础解系印，平，…，外，那么齐次线性方程组 
(1) 的解集 W 为 

W = {kii]i -\-k 2 t\2 H - 十 I G K ， f = l ， 2 ， " ， i}. 

通常也说齐次线性方程组 （1) 的全部解是 

kiT\ x + k 2 r\2 H -+ k t r \ t , ^1 ，是 2 ， … ， k t 6 K. 

如何求出齐次线性方程组 （1) 的一个基础解系？方程组 （1) 的解空间 W 的维数是多 
少？下面的定理1及其证明过程回答了这两个问题。 

定理 1数域 K 上 n 元齐次线性方程组的解空间 W 的维数为 

* dim W = n — rank(A) , (2) 


其中 A 是方程组的系数矩阵。从而当齐次线性方程组 （1) 有非零解时，它的每个基础解 
系所含解向量的个数都等于 n - rank ( A ) 0 

证明 若 rank ( A )= n ， 则 W 二 {0}。从而 （2) 式成立。下面设 rank ( A ) = r <”。 

第一步把 A 经过初等行变换化成简化行阶梯形矩阵/，•/有 r 个主元，不妨设它们 
分别在第1，2,…， r 列。于是齐次线性方程组 （1) 的一般 解为： 


OCz 


工 r+l 

^2,rfl 工 rfl 


i)\ n cc n » 

工”， 


工 r 




— b m x n » 


其中:，…，是自由未知量。 

第二步让自由未知量» **• 分别取下述 n — r 组数: 


(3) 


r 1 , 

0 


f 0 ] 

1 

■ 導 # 

< 0 , 

0 

鬌 

_ 

0 


• 

• 

_ 

0 

V > 

> ， 

• 

• 

_ 

1 

J 


则由一般解公式 （3) 得到方程组 （1) 的 n — r 个解： 叩，％，…，仏— r ，其中 


(4) 






’ 一 bl n ^ 

一 b 2 f r+l 


一 b l7X 

• 


_ 

• 


% 

# 


_ 

一 b r ,r^\ 

，… ^t\n~r 

— b 

1 

0 

0 


0 

_ 


聲 

% 


• 

_ 


* 

0 


1 


由于 （4) 中的向量组线性无关，因此它们的延伸组小，1/ 2 ,…，卟1也线性无关。 
第三步任取齐次线性方程组 （1) 的一个解 ip 
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于是1|满足方程组 （1) 的一般解公式（3)，即 

'^1 — —石 l T rM 

C% —— 心 2，rfl Cr+i 


一 b ln c n 
一 b Zn c n 


Cr 心 r ， r~Hl ^"r+l 


从而解向量 1 J 可以写成下述 形式: 


— Crfl 


— b ^ c n . 


— b ln c n 


—占 r ， r+l Cr+l — 


C 斗 1 


r+1 


+ 


— b m c n 

+ Oc „ 


Oc 


r+l 


+ 


— b u 


「— 0 

華 

—t 

i 

m 

0 


C rfl t|l 


r+l 


— bln 


*H-1 


+ 


~b 


+ Cnt]n-r^ 


因此方程组 U ) 的每一个解 TJ 可以由小，卟 ，… ，卟 - r 线性表出。从而 印， 1?2，"•，卟 — r 是方 

程组 （1) 的一个基础解系，它包含的解向量的个数为 n — rank ( A )。 于是 

dim W = n — rank ( A ). 

具体求齐次线性方程组的一个基础解系时，只需要写出上述证明中的第一步和第二 
步。在第二步中，也可以让自由未知量 X r+1 ，•- , x n 分别取下述 w — r 组数： 


0 , 


，…， 0 ， 


(5) 


n — r 


得出方程组 （1) 的 n — r 个解 71 ， 72 ，…，由于 （5) 式中的向量组线性无关，因此它们 
的延伸组 h ， y 2 ，…， n - r •也线性无关。又由于 dim W = w — r ， 因此 r ，％， …，也是 W 
的一个基，即齐次线性方程组 （1) 的一个基础解系。 

综上可知，给数域 K 上 w 元有序数组的集合 K ” 规定了加法与数量乘法两种运算后， 


-126 • 第 3 章线性方程组的解集的结构 

很容易得出数域 K 上 n 元齐次线性方程组的解集 W 是 n 维向量空间的一个子空间， 
W 的维数等于 n — rank ( A )。 只要求岀齐次线性方程组 （1) 的 n — rank ( A ) 个线性无关的 
解，那么它们就是 W 的一个基，也就是齐次线性方程组 （1) 的一个基础解系。于是解集 
W 的结构就完全清楚了。 

3.7.2 典型例题 




其中工 3 ,&是自由未知量。因此原方程组的一个基础解系为 


-1 

2 
1 
0 

从而原方程组的解集 W 为 

W = + 々 2 屯 I ^1 fk 2 G K}, 

例 2 证明： 设 n 元齐次线性方程组 （1) 的系数矩阵的秩为 r ( r < n )， 如果 U 2 ，…， 
S m 都是齐次线性方程组 （1) 的解向量，那么 

rank {5 i ，5 2 ， … ， S m ) ^ n ~ r . 

证明 取齐次线性方程组 （1) 的一个基础 解系： 




?|1 ，1|2，… ，”… 

由 于瓜， 5 2 ,…，都是齐次线性方程组 （1) 的解向量，因此，…，心可以由化，帘， 
…，％ - r •线性表出。从而 

rank{5i ， 5 2 ， … yS m } ^ rankii^ ， |/ 2 ， …, i/ n - r } = w — r. ■ 
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例 3 设 w 个方程的 n 元齐次线性方程组的系数矩阵 A 的行列式等于0,并且 A 的 
(是，》元的代数余子式 A w ^0。 证明： 


是这个齐次线性方程组的一个基础解系。 

证明 由于 A & 关0, 因此 A 有一个 72_1 阶子式不为 0。 又由于 | A | 
= n~l 0 从而这个齐次线性方程组的解空间 W 的维数为 

dim W — n — rank ( A ) = n — (n — 1) = 1, 

考虑这个齐次线性方程组的第〗个 方程： 


0, 因此 rank(A) 


UnX'i + a i 2 X 2 + + UinXn 


当 i 关 k 时，有 


cii\A k i + a i2 A k2 + + a^A 


0; 


当 z = 々时，有 

^ki^ki + a k2 A kZ + *** + akn^kn = | A | = 0. 

因此 q =( A H ， A « ，…， AbJ ' 是这个齐次线性方程组的一个解。由于 A &40, 因此是非 
零解。从而 TJ 线性无关。由于 dimW = l ， 因此是 W 的一个基，即 7 /是这 个齐次线性方 
程组的一个基础解系。 ■ 

例4 设 n -1 个方程的 n 元齐次线性方程组的系数矩阵为 B ， 把 B 划去第 ； 列得到 
的 /z — 1阶子式记作，令 

r A ] 

-A 


( _ 1 ) 


n —1 


证明： （1) 是这个齐次线性方程组的一个解； 

(2) 如果1；弇0,那么 tj 是这个齐次线性方程组的一个基础解系 
证明 （1) 在所给的齐次线性方程组的下面添上一个 方程： 


o 


0 x \ + 0< r 2 + …+ 0 j： n = 0， 


得到 n 个方程的 n 元齐次线性方程组，其系数矩阵 A = 


A 的 （ n ， p 元的代数余子式 


为 


A nj = ( — 1)^D } j j = 1 ， 2 ,…， 

原齐次线性方程组的第〗个方程（〗=1，2,…， 7 Z —1) 为 

bn Xi + b i2 x 2 + ^rb^Xn = 0* 

对 I A | 用行列式按一行展开定理，得 

bnA n i + b iZ A n z H -+ binAr^ = 0, Z’ = 1 ， 2，…，72 — 1 . 

由此得出， （ M ，一 A ，…， （一1 广 1 认/ 是原齐次线性方程组的一个解。 


1，2，…，？!• 
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(2) 如果？/乒0,那么 B 有一个； 2 — 1阶子式不为0。从而 rank ( B)>n — 1。又由于 B 

只有 n — 1行，因此 rank ( B )=^- l 0 从而齐次线性方程组的解空间 W 的维数为 

dim W = n — rank ( jB ) = n — (n — 1) = 1. 

由于 ^/^( a ，一 d 2 ，…，（一是原齐次线性方程组的一个非零解，因此”是 w 的 
一个基，即是原齐次线性方程组的一个基础解系。 ■ 

例5设 Ai 是^乂^矩阵 A = (&) 的前 S — 1行组成的子矩阵。 证明： 如果以 AiS 
系数矩阵的齐次线性方程组的解都是方程 

Ui ~ha s2 x 2 + +a sn x n = 0 

的解，那么 A 的第5行可以由 A 的前 s — l 行线性表出。 

证明由已知条件立即 得出： 以义：为系数矩阵的齐次线性方程组和以 A 为系数矩 
阵的齐次线性方程组同解，即它们的解空间相等，记为 W 。 从 dim W = n - rank ( A ,)， 
dim W = ?? —rank ( A ) 得出： rank ( A ! ) = rank ( A ) 0 

设 A 的行向量组为 yi ，… » r,-i T y S o 由于 rank { y ! , … ， y s -：L } = rankCA ; ) = rank ( A )= 
rank{yi ，…， l-i ， y , } ，据本章 3. 3 节的典型例题的例 6 的结论得， y , 可以由 ，… ：i 线 
性表出，即 A 的第5行可以由它的前 s — 1 行线性表出 D ■ 

例 6 设 A =( a ) 是 sXn 矩阵， rank ( A )= r D 以 A 为系数矩阵的齐次线性方程组的 
一 个基础解系为 









byi 

• 

，町 2 = 

bzz 

• 


拿 


• 

售 

bln 
、 > 


攀 

鬌 

V > 


參 

byt—r’n 

\ J 


设 B 是以，<， …， 为行向量组的 （n — r ) Xn 矩阵。试求以 B 为系数矩阵的齐次线 
性方程组的一个基础解系。 

解 由于 S 的行向量组1?。 〆 ，…，<^线性无关，因此 rank ( B )- n ~ r 0 从而以 B 
为系数矩阵的齐次线性方程组的解空间 W 的维数为 

dim W = n — (n — r) — r, 

由于叩是以 A 为系数矩阵的齐次线性方程组的一个解，因此对于{1，2,…， W ，有 

a iX b }l + a i2 h j2 H - V a m b = 0, 

其中 j = l ，2 , …， n — r 。 由此看出 

( a a ， a ; 2 ，… 

是以 B 为系数矩阵的齐次线性方程组的一个解。取 A 的行向量组的一个极大线性无关 
组 h ，…，'，则由上述结论得， y ; ，…， <都是以 b 为系数矩阵的齐次线性方程组的解。 
由于 dim W = r ，因此 <，…，是 W 的一个基，即 A 的行向量组的一个极大线性无关组 
取转置后，是以 B 为系数矩阵的齐次线性方程组的一个基础解系。 

点评： 从例6的解法看出，先求出以 B 为系数矩阵的齐次线性方程组的解空间 W 的 
维数为 r ， 然后去找「个线性无关的解，就可以求出一个基础解系。由此体会到维数对于 
决定解空间的结构相当重要。 


.7 齐次线性方程组的解集的结构 
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习题 3. 7 


_求下列数域 K 上齐次线性方程组的一个基础解系，并且写出它的解集。 


( 1 ) 




3 x 2 + x 3 — 2 x , 


— 5 j：i + xz — + 3 jc 


工1 


11x9 + Zx' — 5x 


3 jci + bx 


( 2 ) 


3 xi 


xz + 2x 


J ： 4 


X 4 


Xi + 3工 : 


工 3 


2 xi + 5 j ： 2 + x z 


2 x t 


X A 


3 xi + IQjc 


Xz + 4x 


0, 

0, 

0, 

0； 

0, 

0, 

0, 

0, 


— 2 x \ + 15j ：2 — 4 jc 3 + 4 工 


0； 


(3) 


2 xi — 5 o ：2 + 工3 


3 x 


3 x \ + 4 x 2 — 2 x 3 + x 4 




x 1 + 2x 


X 3 十 3x, 


2xi + I^jcz — 6 x 3 + 13x 


(4) 


X ! — 3 x 


x 3 — 2x t 


0, 

0, 

0, 

0； 


工 5 


— 3^：! + 9 工 2 — 3j : 3 ~h 6 x 4 3x 


2 xa — 6^9 + 2 x ^ — 4 x 


2x 


0, 

0 , 

0, 


5^1 — 15j ：2 + 5jc^ — 10 x a — 5xi 


2 . 设印，卟，…，卒是齐次线性方程组 （ 1 ) 的一个基础解系。 证明： 与印，％，•••，％ 
等价的线性无关的向量组也是齐次线性方程组 a ) 的一个基础解系。 

3. 设〃元齐次线性方程组 （1) 的系数矩阵 A 的秩为 r ( r < n )， 证明： 齐次线性方程组 
(1) 的任意 n — r ■个线性无关的解向量都是它的一个基础解系。 

4. 证明： 如果数域 K 上 n 元齐次线性方程组的系数矩阵 A 的秩比未知量个数少1， 
那么该方程组的任意两个解成比例。 

5. 证明： 如果 n ( n > l ) 级矩阵 A 的行列式等于0,那么 A 的任何两行（或两列）对应 
元素的代数余子式成比例。 

6. 设 n 级矩阵 A 为 


n 一 1 

in — 1) 


2 


争« * 


in — 1) 


n ^2 


1十2 


n ^2 


(1) 求 | A |; 


77 
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(2) 求 A 的（《，《)元的代数余子式 ; 

(3) 证明： ”。（八^ ，A„ 2 ，…， A%：/ 是以 A 为系数矩阵的齐次线性方程组的一个基础 
解系。 

7. 设 A 是由1，2,形成的 n 级范德蒙矩阵。 A 的前”一 1行组成的子矩阵记作 
B。 证明： 

1] = (c ^ ， 一 ci— ! ， … ，（一 1 广 1 d) 

是以 b 为系数矩阵的齐次线性方程组的一个基础解系。 

8. 证明：当£ = 0，1，…， n — 2时，有 

rt— 1 

( — \ ) m Cn-\ im + IV = 0 ， 

m= 0 
1 

2(— V m C^(n- mV = 0. 

m—Q 

3.8 非齐次线性方程组的解集的结构 


3.8.1 内容精华 


数域 K 上 n 元非齐次线性方程组 


+ 工 2 a 2 十…+ x n a n = p (1) 

的解集 U 的结构如何？为此考虑相应的齐次线性方 程组： 

•TiOfi + x z a 2 H - +x n a n = 0, (2) 

称它为非齐次线性方程组 （1) 的导出组。导出组的解空间用 W 表示。 

性质 1 若 y，5et/， 则 y - sew . 

ciai + c 2 az + + c n a n = fif d x a\ 4 - d 2 a 2 + •** H- d n a n — p. 

从而 （c! — A )0^ + (c 2 — )a 2 + … + (c„ — )a„ =0. 

于是 Y ~ 8 = { c x — d x »c 2 — <i 2 ?' ■ •»c„ — r G ■ 

性质 2 若 reu ^ ew^m r + t ] eu . 

证明设 7=(0， c 2 ，…， ， e 2 ，…，贝 U 

c \ tt \ + c 2 « r 2 + …十 c n a n ^ P * eitti + e 2 a 2 + ••* + e n a n = 0. 

从而 （Ci +ei )«i +( c 2 ~ he 2 )«2 H - h ( c „ + e n ) a n = fi . 

因此 y + fjeu . ■ 

定理 1 如果数域 K 上 w 元非齐次线性方程组 （1) 有解，那么它的解集 L7 为 

U = {y 0 +7} \ rj ^ W} , ( 3 ) 

其中7。是非齐次线性方程组 （1) 的一个解（称7。是特解）， W 是方程组 （1) 的导出组的解 
空间。 
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证明 任取 qew ， 由性质2得，因此 （3) 式右边的集合包含于 U 。 反之， 
任取据性质1得，记7—7。= ^，则7=1+^因此 U 包含于 （3) 式右 
边的集合。从而 (3) 式成立。 ■ 

我们把集合{7。十: r / l ?； eW } 记作7。十 W 。 称它是一个 W 型的线 性流形 （或子空间 W 
的一个 陪集） ，把 dim W 称为线性流形7。十灰的维数。 

注意： 〃元齐次线性方程组的解集 W 是的一个子 空间； 但是 n 元非齐次线性方 
程组的解集 U 不是子空间（这是因为 L 7 对于加法和数乘都不封闭），1/是一个 W 型的线 
性流形，其中 W 是它的导出组的解空间。 

推论 1如果〃元非齐次线性方程组 （1) 有解，那么它的解唯一的充分必要条 件是： 
它的导出组 （2) 只有零解。 

证明 n 元非齐次线性方程组 （1) 有解时，它的解唯一 
方程组 （1) 的解集 U = y Q + W ={ y 0 } 

4=> W={0} o ■ 

从推论1立即得岀，当 n 元非齐次线性方程组 （1) 有无穷多个解时，它的导出组 （2) 必 
有非零解。此时取导出组的一个基础解系印，％，…，不其中 r 是系数矩阵 A 的秩。则 
非齐次线性方程组 （1) 的解集 U 为 

U = {/o +^l»Jl + H - +k n - r tj n ~r I k { 6 K, i = 1 ， 2 ， • • • ， /Z —— 厂 } ， 

其中 y D 是非齐次线性方程组 （ l ) 的一个特解。通常也说方程组 （1) 的全部解是 

70 +k l t\ l ^- h k^rtl^r , , ••- ，U K. 

求非齐次线性方程组的解集 17 的 步骤： 

第一步求出非齐次线性方程组的一般解。让自由未知量都取值0,得到一个特 
解； 

第二步写出导出组的一般解公式（只要把非齐次线性方程组的一般解公式中的常 
数项去掉即可），求出导出组的一个基础解系小，屯，…，印； 

第三步写出非齐次线性方程组的解集 

U = { y 。 + 々 1 ?ji + …十 k t r\ t I » ••• jk t 6 K }, 

3.8.2 典型例题 

例 1 求下述数域 K 上非齐次线性方程组的解集。 


X\ 

+ 2 jc 2 

— 3j ：3 — 4x4 

-5, 

3 ^：i 

_ - 

工 2 

+ 5x3 十 6x4 

=一1， 

— 5j：i 

— 3x z 

+ x 3 + 

=11， 

— 9jCi 

— 4工2 

23 

= 17. 


解把增广矩阵经过初等行变换化成简化行阶梯形 矩阵: 
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f 1 

2 

— 3 

-4 

-5> 


「1 

2 

一 3 

-4 

-5, 

3 

— 1 

5 

6 

- 1 


0 

— 7 

14 

18 

14 

— 5 

— 3 

1 

2 

11 


0 

7 

— 14 

— 18 

—14 

——9 

— 4 

— 1 

0 

17 


0 

14 

-28 

-36 

— 28 




rl 

2 

- 3 

— 4 

— 5 1 


1 

0 

1 

0 

- r 

0 

1 

一 2 

18 

-2 

- ^ 

0 

1 

-2 

1 

_ 18 

7 

-2 

0 

0 

0 

0 

0 


0 

0 

0 

f 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

> 


0 

0 

0 

0 

0 


原方程组的一般解为 




工1 


工3 




1， 


X Z 


2工3 4~學工4 


其中^3，工4是自由未知量。令^ 3 =0，^ 4 =0，得一个特解7。 


7 o 


( —1，一 2，0， 0): 


导出组的一般解为 


工1 

^2 


工3 


J ：4 


2工 3 + ¥工 4 


其中 X 3 ，X 4 是自由未知量。导出组的一个基础解系为 



「丄 1 


f o 〕 


-2 


—18 

r\i 

-1 

， r\t 

0 


0 

V, J 


— 7 

V / 


因此原方程组的解集 L7 为 

u = {ro+^ij! + 込 fj 2 I k ^ k 2 e K}. 

例 2 设 y。 是数.域 K 上非齐次线性方程组 （1) 的一个特解，屮 ，ij 2 ，•••，卟是它的导出 
组的一个基础解系，令 


Yi = Yo + rj” y 2 = y。 + t?2 ，…， 7t ^ 7o +?|m 
证明： 非齐次线性方程组 （1) 的解集为 

U = {w 0 y 0 + Mi h 十…十 U t y t I Wo + W! + *" + W : = 1 » Ui ^ K , = 0 ， 1 ， … 〆}. 

证明 在右边的集合中任取一个 元素： 

w 0 7o + Wih + …+ u t Yt — w 0 7o + u\ (y 0 + iji ) + ••• + u t (Yo + T| f ) 

— (u 0 ~\~ u\ + ~\~ u t )y 0 + Mii|i + *** + u t rj t 

= 7 o + Mi tji H - + u t r\ t 6 U ； 

在 u 中任取一个元素 y ， 则存在 h ，…， t eK ， 使得 


3.8 非齐次线性方程组的解集的结构 




133 




7 =7o + ^iiji H -+ k t r\ t 

^Yo +k ： (r! — 7o) H - \~k t (y t — y 0 ) 

=(1 — k x —… — k t 、Yo + ki yi + …十 k t y t . 

由此看出， y 属于右边的集合。因此 


U — { m 。/。 + Ah 十…十 U t y t I M 。， Wi ，…， 6 K ，且 W 。+ A + … + w , = 1 }. 

例 3 求 w 个平面 


a { x + b x y CiZ ~\~ di = Q (i = 1,2,-** , n ) 

通过一直线但不合并为一个平面的充分必要条件。 

解 个平面 


a { x + b { y -\- Ciz + di = 0 (£ = 1 ， 2 ， ••• ， 7Z) (4) 

通过一直线但不合并为一个平面 
<==^三元线性方程组 （4) 有解，并且解集是一维线性流形 

三元线性方程组 （4) 有解，且它的导出组的解空间是一维的 
三元线性方程组 （4) 有解，且导出组的系数矩阵 A 的秩为2 
<^=>三元线性方程组 （4) 的系数矩阵 A 与增广矩阵 A 的秩都为2 
下列两个矩阵的秩都等于2: 



bi 

Cl 、 


r a Y 

bi 

C\ 


a 2 

_ 

參 

參 

b 2 

Cz 

_ 

_ 

m 

9 

di 

• 

參 

b 2 

Cl 

d 2 

參 

» 

• 

< 

b n 

Cn 



b n 

C n 

d n 

J 


例4 讨论几何空间中三个平面的相关位置的所有可能情况，画出每种情况的示 
意图。 



设三个平面 Tn ，7 T 2 ，7 T 3 的方程分别为 


a：x + biy + CiZ + ch 




0, 


a 2 x b 2 y c 2 z d t = 0, 
a^x b z y c z z -\- d z = 0. 

它们组成的三元线性方程组的系数矩阵和增广矩阵分别用 A 和 A 表示。 A 的行向量组 
记作 ， y 2 ， y 3 ; A 的行向量组记作 h ， f 3 。 

情形 1 rank ( A ) = rank ( A ) = 1 0 此时 y 2 , y 3 均与 h 成比例，从而 tt 2 均与 m 重 
合，如图 3-3 所示。 

情形2 rank ( A )= rank ( A )-2 0 由于 rank ( A ) =2 ， 因此 A 有两行不成比例，从而 
有两个平面相交。 

情形 2. 1 A 的另外一行与上述两行均不成比例，即 ri , r 2? r 3 两两不成比例。 

此时心，取，^两两相交。由于 r ank ( A ) = 2, 因此原线性方程组的导出组的解空间 
的维数为3 — 2 = 1。从而原线性方程组的解集是一维的线性流形，于是三个平面相交于 
一 条直线，如图 3-4 所示。 
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情形 2. 2 A 的另外一行与上述两行中的某一行成比例。 

此时由于 rank ( l ) =2,因此另外一个平面与上述两个相交平面中的某一个重合， 
如图 3-5 所示。 

情形3 rank ( A ) = rank ( A ) =3 

此时原线性方程组有唯一解，从而三个平面有唯一的公共点。由于 yuh ，。 两两不 
成比例，因此三个平面两两相交，如图 3-6 所示。 




情形4 rank ( A ) = 1, rank ( A ) = 2。 

此时三个平面没有公共点。由于 rank ( A ) = l ， 因此 yi ， y 2 ， y 3 两两成比例。由于 
ran k ( A )=2, 因此 A 有两个行向量不成比例。从而有两个平面平行。 

情形 4.1 1的三个行向量两两不成比例。 

此时三个平面两两平行，如图3~7所示。 

情形 4. 2 A 的另一行与上述两行中的某一行成比例。 

此时另一个平面与上述两个平面中的某一个重合，如图 3- 8所示。 



图 3-7 图 3-8 


情形5 rank ( A ) = 2, rank ( A ) = 3。 

由 rank ( A )=2, 因此 A 有两行不成比例。从而有两个平面相交。 



3. 8 非齐次线性方程组的解集的结构 
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情形 5. 1 7 i , y 2 , y 3 两两不成比例。 

此时三个平面两两相交，但它们没有公共点，如图 3-9 所示。 

情形 5. 2 A 的另一行与上述两行中某一行成比例。 

此时由于 rank (忑）=3,因此另一个平面与上述两个平面之一平行，如图 3-10 所示。 




综上所述，三个平面的相关位置有且只有上述8种情形。 

习题 3. 8 


求下述数域 K 上非齐次线性方程组的解集 


0 


( 1 ) 


X ] — 5工2十 2 x 3 — 3工 


4 


11， 


— 3j：i + xt — 4x 3 + 2 x 4 —— 5 , 




Xi — 9 x 


5xi + 3x 2 + 6x 


——4工 


4 


3 


X 4 


( 2 ) 

(3) 


工1 


4 x 


2 


2x 3 — 3x 4 + 6x 


2 xi — 3 x 


2 


4 


jc 3 — 5 x 


5 


4 




— 5jCi — 10 工 2 — 2j ：3 工 4 

x \ 4- 4 j : 2 + 3工 3 + 2 x ^ 


17, 
一 1; 


4； 


21， 


2x\ — 4x2 + 9 工 3 — 3x 


4 


16, 


证 明：〃 个方程的 n 元非齐次线性方程组有唯一解当且仅当它的导出组只有 


零解 


o 


3. 证明： 如果都是;2元非齐次线性方程组 （1) 的解，并且一组数 Wl ， W2 , 
满足 


Ui + w 2 + ••• + = 1， 

那么 Miyi + w 2 y 2 + 〜 + w m y m 也是方程组 （1) 的一个解。 

4. 设 7 i ，72，…， h 是数域 K 上非齐次线性方程组 （1) 的解，求 + c 2 y 2 +…+ 
c m J m 仍是方程组 （1) 的解的充分必要条件，其中 q ， c 2 ，… 

5. 证明： 方程个数比未知量个数大1的线性方程组有解的必要条件是它的增广矩阵 
的行列式等于0;如果系数矩阵的秩等于未知量的个数，那么这一条件也是充分条件。 

6. 下述三个平面们，&，们的位置关系如何？ 





_ 
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x — 3^ + 4 之 一 2 = 0, 

2x 十 y — 3z 十 5 = 0, 

3 工一 9^ + 12 之 + 7 = 0. 

7. 设平面上三条直线的方程 如下： 

U\ x y C\ = 0 ， 
a 2 x + b 2 y + c z = 0, 


a 3 x + 6 3 ：y 十 c 3 = 0. 

( 1 ) 在什么条件下4，/ 2 ，/ 3 是共点的三条不同直线？ 

(2) 在什么条件下，[，/ 2 ，/ 3 是组成三角形的三条直线？ 

8. 怎样的线性方程组给出空间中组成四面体的四个平面? 


补充题三 


1. 设 A =(^) 是实数域上的 n 级矩阵.证 明: 

如果 



n 

>2 I 



1 ， 2 ，… 



那么 


证明 令 



A 

|>0_ 



'^ii 

ai 2 t … 

a 】 J 、 

Bit) = 

# 

畢 

^22 … 

攀 

■ 

參 

a 2n t 

m 

m 

礞 


cini t 

a n2 t … 

以 rm 


BU ) 1是 r 的多项式，从而 | BG )| 是连续函数。当(0，1]时，由已知条件得 


n n n 

a n > X) I I * 1 ^ 2 \ a ij\ 1 = XI I a V t \ ^ 

尸 1 ；^1 

J_ :〆: i * T 

其中 i = l ，2, …， TZ 。 据本章 3. 3 节的典 型例 7 题的例 11 的果得 ， I BG ) I #0。由于 

I B (0) I = a n a 2 n > 0， 

因此据连续函数的中间值定理得， | B (1) |>0,即 | A |>0. ■ 

点评： 第1题的上述证法巧妙地利用了连续函数的中间值定理。首先要构造矩阵 
B ( i )， 使得 B (1)= A ，| B (0) |>0,为此使 A 的主对角元不变，让 A 的每个非主对角元乘 
，，得到的 B ⑴就满足 B (1)= A ，| B (0) |>0。 

第1题也可以对矩阵的级数 n 作数学归纳法。 

2. 数域 K 上 n 元非齐次线性方程组 


x x a \ + x 2 a z + ••• + x n a n = P (1) 

有无穷多个解时，能否找到有限多个线性无关的解向量使得 （1) 的每一个解向量都能由它 
们线性表出？其中系数应当满足什么条件？这有限多个线性无关的解向量的个数与 （1) 
的导出组的解空间 W 的维数有什么关系？ 


应用小 天地: 线性方程组在几何中的应用 
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偉 


解取 （1) 的一个特解 y 。。 取 （1) 的导出组的一个基础解 系平， ％，…，不。令 

7l ^ Yo +f]i 9 72 = y。 + 1J2 ，…， I = y 。 十屮， 

则 I ，…， I 都是 （1) 的解。据 3. 8节的例2得， （1) 的解集 U 为 

U = {« o/o + uiYx H -+ u t y t | m 0 + a + … + % = 1, w t G K,z = 0 ， 1 ，… ，（}• 

设 k 0 y 0 + k l y 1 H - 1-^,7, =0. 

则 0 = 7 o + (7 o + »| i ) H - ^ k t { y Q -\~ ri t ) 

= C^o +^1 H - H - 

于是 ( k 0 ~\~ki - \- k t ) y 0 = 一是- k t r \ t ^： W , 

由此得出 6。 + … "=0. 

从而 々1 i | i 十…+1小 =0. 

因此 k \^ ^•• r ===: k t = 0* 

于是 L = o 。 这证明了 y 。，％， …， I 线性无关。 

综上所述得， （1) 的每一个解向量可以由线性无关的解向量/。，广，…， y , 线性表出， 
其系数之和等于1。线性无关的解向量7。 ，7 i ，…，％的个数为1+纟 =l + dim W 。 


应用小天地:线性方程组在几何中的应用 


1. 求使平面上三点（^，％ ) ， Cr 2 ,^ 2 ),(^3 ，: y 3 ) 位于一条直线上的充分必要条件。 
解平面上三点 （A ，: yi ) , ( x 2 ，: y 2 ) ，（工 3 ，: ys ) 位于直线 

ax ^ by c ~ 0 

上当且仅当 



J aoc 2 J rby 1 +c = 0, 




[ ojo 3 + by 3 + c = 0. 

以 < X 、 b 、 C 为未知量的上述三元齐次线性方程组有非零解 


工1 

^1 

工2 

3^2 

工3 

^3 



1 =()• 



注： 当上述 3 阶行列式等于 0 时，可推出 


从而齐次线性方程组 


工 2 一工 1 yz — y\ 

= ()• 

工 3 —工 1 % — ：yi 


ia{xz — jcO + b(y 2 — yi) = 0, 

\ a ( x 3 ~ ) + b ( y 3 — y \) =0 

有非零解，即可求出不全为0的从而求出的方程 ax + b+c = 0 表示一条直线。 

2. 求使平面上 w 个点（^，％)，（^，％)^"，（〜，％)位于一条直线上的充分必要 
条件。 


* 
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提示： 类似于第1题的解法可得充分必要条件为矩阵 


' 工 1 : Vi 丄、 

工 2 yi 1 

_ ♦ • 

■ 番# 

oc n y n 1 

的秩小于3。 

3. 求四点 （A ，: yi ，々 ） ， （ x 2 ，3； 2 ， z 2 ) ， （ x 3 ，％，=3 ) ，，3 ； 4 ， A ) 位于一个平面内的充分 
必要条件。 

提示： 类似于第1题的解法可得充分必要条件为 


^1 

yi 


1 

x 2 

y2 

z 2 

1 

73 


z 3 

1 

JOa 


之 4 

1 


0 . 


4. 求平面上不在一直线上的四点 （ Xi ，: ) ， （ x 2 ，： y 2 ) ，（: c 3 ，: y 3 ) ， （ x 4 ，: y 4 ) 位于一个圆上 
的充分必要条件。 

解 平面上不在一直线上的四点 （a ,^ i ) ，（工2，: y 2) ， （ a ，％ ) ，（心 ，: y 4 ) 位于一个圆 

aix 2 + ) 2 ) + fee 十 c;y + d = 0 

上当且仅当 


a ix\ + ) + bxi 十 om + d = 0， 

a{x\ - yl) + bx z + cy 2 + d = 0 , 
aix\ + yl) + ba: 3 + o ^ = 0， 

a{x\ yl) -\~ bx A + cy A -\- d = 0. 

> 

以 a,b，c，d 为未知量的上述齐次线性方程组有非零解 



工 1 

yi 

1 

工 ■ 十 M 

X 2 

y 2 

1 




1 


x 4 


1 


0 . 


注： 由于已知四点不在一直线上，因此未知量为 b，c，d 的三元齐次线性方程组 


r bx\ 

+ OM 

-\- d = 

0, 

bx 2 

+ 0^2 

+d - 

0 , 

bxi 

十 c ： y 3 

十卜 

0 , 

6X4 

+ Ou 

^ d = 

0 


、 

只有零解，从而当前面的4阶行列式等于0时，求出的未知量 a 的值不为0,因此求出的 
方程 a (: c 2 +y )+6: c ： + c:：y + d = 0 的确是二元二次方程。 

5. 求通过不在一条直线上的三点（: ci ，: yi ) ， （ a ，: V2 ) ， （ x 3 ，： y 3 ) 的圆的方程。 

解 设圆的方程为 


a ( x 2 y 2 ) bx cy d = 0. 
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由于此圆经过三点，: yi )，（ x 2 ，； y 2 )，（ x 3 ，％)，因此有 

a(x Z i + W ) 十 ; 十 cy , 十 d = 0， i = 1,2,3. 

点 M ( x ,： y ) 在此圆上 

r a{x 2 -\-y 2 ') J rbx^rcy J rd = 0' ) 

_ a(x? +3^1 ) ^rcy\ +c/ = 0 , 

^ a{x\ + JV2 ) ^~bx 2 ~\~ cy 2 +<i —0 , 
a{x\ 十 : yi ) ~\~bx 3 +cy 2 十 = 0 

有非零解，其中未知量为 a ，6， c，J 

x 2 -\~y 2 x y 1 

工？十 : y? 工 1 : yi 1 

<=> =0. 

d 十: y , JC Z y 2 1 

^3+^3 工 3 )3 1 

因此上式就是所求的圆的方程。 

注： 由于已知三点不在一条直线上，因此未知量为 b，c，d 的齐次线性方程组 


(bx\ + cyi d — 0 9 

J bx 2 + cy 2 + d = 0 f 

bx z + cy 3 -\- d = 0 

只有零解，从而它的系数行列式不等于0,即 


工1 3^1 1 

工2 夕2 1 # 0_ 


工 3 3^3 1 


因此从前面的4阶行列式等于0求岀的方程中， ： c 2 +y 的系数不为0,从而该方程的确是 


二元二次方程。 

6. 求通过三点（1，2)，（1， 一 2) ，（0, 一 1) 的圆的方程，并且求其圆心和半径。 
提示： 利用第5题的结果可求岀圆的方程为 

X 2 + y 2 — Ax — 1=0， 


圆心坐标为（2,0)，半径为 V 5"。 

7. 证明： 通过具有有理数坐标的三点的圆，其圆心的坐标也是有理数。 

提示： 利用第5题的结果，从中看出 x 2 + y ， x ， y 的系数都为有理数。因此经过配方 
后求出的圆心坐标也是有理数。 

8. 求平面上通过五点 （ X 〗，％)，（工 2 ，力），（而，3； 3 )，（0： 4 ,30，（1 5 ,30的二次曲线的 
方程。 

解 设通过已知五点的二次曲线的方程为 

ax 2 + bxy cy 2 dx ey -\- f = 0. 

于是有 

ax\ + bx { 十 o ?? 十 dx + ey c + f ~ 0 , i = 1，2,3,4,5. 

点 MU ，； v ) 在此二次曲线上 




章线性方程组的解集的结构 


ax z - \~bxy~^cy 2 ^dx~\~ey-\~ f =0 ^ 
ax\ +6x1^1 ~\~cy\ -\~dx\ ~\~eyi +/ = 0 ， 

# • * 會畢冊 攀# 參 ♦♦譬 *•• 

ax\ +bx 5 ys +cyt + 心 5 +ey 5 +/=0 

有非零解，其中未知量为 〜心0，^，6，/，并且非零解的前三个分量不全为0 
«=>上述齐次线性方程组的系数行列式等于0,即 

x 1 xy y 2 x y 1 

^iyi y \ a ^1 1 

= 0 ， 

# 攀 ■畚 • • 

m _ • » • # 

拳 ■ _ # •畢 

J05 ^5 yi x 5 3^5 1 

并且 （1，1) 元， （1，2) 元， （1，3) 元的代数余子式 Au ， A 12 ， A 13 不全为0。 

因此上式就是所求的二次曲线方程。 

9. 求平面上通过五点（0，1)，（2,0)，（_2,0)，（1，一1)，（一1，_1)的二次曲线的方 
程，并且确定其类型、形状和位置。 

提示： 利用第8题的结果可求出二次曲线的方程为 

2x 2 +7y +_y — 8 = 0. 

这是椭圆，对称中心的坐标为丨0, 一 占彳，长半轴长为 II v / TT ， 短半轴长为转，长轴方程为 
: y +& = 0, 短轴在: y 轴上。 

10 , 求通过不共面的四点（心 fyi jZi ) ,( x 2 ，: y 2 ) ，（尤 3 ，％ ) ， （a ，: V 4) 的球面的 
方程。 

提示： 设球面方程为 aU 2 + y + z 2 )+ fe + a + 厶十 e =0。 类似于第5题的解法，可 
求出球面方程为 

X 1 y 2 z 2 x y z 1 

工？十 + 之？ z i 1 

= 0. 

♦ 攀# _ « 

嬸 • * « • 

• ■ _ « 攀 

W W 十 W ^4 ^4 之4 1 



第 4 章矩阵的运算 


在前三章我们 看到： 矩阵的初等行变换、方阵的行列式以及矩阵的秩在线性方程组 
的理论中起着重要作用。除此之外，矩阵在众多的领域都发挥着强大的威力。这是由于 
以下一些 原因： 

1 . 矩阵是一张表格，以表格的形式表达来自各个领域的事物看起来一目了然。例 
如，线性方程组用它的增广矩阵来 表示； 某公司的若干个商场在同一月份销售几种商品 
的销售金额可以列成表格；平面内绕原点 o 旋转角度0的旋转公式中的系数可排成一张 
表等。 

2 . 通过引进矩阵的运算，特别是乘法运算，既可以用简洁的形式表达事物，又可以揭 
示事物的内涵。例如，线性方程组可以简洁地写成平面上二次曲线的方程可以 
简洁地表示成 X'AJV = 0。 

矩阵有哪几种运算？它们满足哪些运算法则？有哪些性质？本章就来讨论这些 
问题。 


4.1 矩阵的运算 


4.1.1 内容精华 

数域 K 上两个矩阵称 为相等 ，如果它们的行数相等，列数也相等，并且它们的所有元 
素对应相等（即第1个矩阵的 （ D ) 元等于第2个矩阵的 （ i ， j ) 元）。 

从某公司三个商场 9 月份、 10 月份销售 4 种商品的金额总和很自然地引出了矩阵的 
加法 运算： 

定义1 设4=(%)，石=(~)都是数域尺上5/；2矩阵，令 

C = ~h bij )^71 » 

则称矩阵 C 是矩阵 A 与 B 的和 ，记作 C=A + B 。 

从同步增长的经济向题很自然地引出了矩阵的数量乘法 运算： 

定义2 设 A =(%) 是数域 K 上 sXtz 矩阵令 

M = ), x » » 

则称矩阵 M 是々 与矩阵 A 的数置乘积 ，记作 M = M 。 

设，矩阵（一称为 A 的负矩阵，记作一 A 。 容易直接验证，矩阵的加 
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法与数量乘法满足类似于〃维向量的加法与数量乘法所满足的8条运算法 则：设 A 、 B、C 
都是 K 上 sXn 矩阵有 


1 。 A + B = B+A ； 

3 。 A+0 = 0+A = A; 
5° 1A=A ； 

7° (: k + OA = kA+lA 


2° (A+B)+C=A 十 （B + C); 

4° A+( _ A) = ( 一 A) H - A — 0 

6° (kl)A = kaA )； 

8° k(A + B)=kA+kB. 


利用负矩阵的概念，可以定义矩阵的减法 如下： 设 A 、 B 都是 sXn 矩阵，则 


A-(-B). 

平面上取定一个直角坐标系 Qry ， 所有以原点为起点 
的向量组成的集合记作 V 。让 V 中每个向量绕原点 O 
旋转角度^如图 4-1 所示。我们来求这个旋转（记作 
tr ) 的公式。设的坐标为 （ x ，^)， 它在旋转^下的象 

石^的坐标为（/，/)。设以1轴的正半轴为始边，以 
射线 OP 为终边的角为设 | S ?|= r 。 从三角函数 
的定义得 




x = rcosa 


rcos(a + 0) ^ 


y = rsina ， 
y = rsin(a + 8). 


由此得岀 


/ 




xcosO — ysin 夕， 
jcsin 汐 _h ycosd. 


(1) 式就是旋转 a 的公式。把公式 a ) 中的系数排成如下一张表 

cos 沒 —— sin 沒 
sin 沒 cos 汐 

则矩阵 （2) 就表示了转角为0的旋转。把矩阵 （2) 记作 A 
同理，绕原点◦转角为^的旋转 r 可以用矩阵 


B 


cos<p —— sirup 
sin^o cos<p ■ 


来表示 


( 1 ) 


( 2 ) 


(3) 


现在相继作旋转 r 与旋转〃，其总的效果是作了转角为0十 p 的旋转0 。同上理可 


以用矩阵 


rcos(^ + <p) — sin(^+ <p) n 

C = (4) 

_sin ( 沒 + p) cos(^+ cp) _ 

来表示。我们把相继作旋转7'与 (7 的总效果（旋转 0 称为 a 与 r 的乘积，即 0 = ar 。 于是 
很自然地我们把矩阵 C 称为矩阵 A 与 B 的乘积 ，即 C = AB 。 现在我们来仔细看一看矩 
阵 C 的元素与矩阵 A ， B 的元素之间有什么关系。利用两角和的余弦、正弦公式得 


C 


~cosdcos(p — sin^sin^? — sin 汐 cos 沪一 cos(9sin^- 
_sin 汐 cosp + cos^sin^o cos6cos<p — sin^sin^? _ 


(5) 



4. 1 矩阵的运算 
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比较 （ 5 ) 式与（ 2 )， （ 3 ) 式，可以看出: 


C(l;l) = A( 1 ； 1 )B( 1 ； 1 ) +A(1；2)B(2；1), 
C(l；2) = A( 1 ； 1 )B( 1 ； 2 ) + A(1；2)B(2；2), 
C(2;l) = A( 2 ； 1 )B( 1 ； 1 ) +A(2； 2 ) 5 ( 2 ；!), 


C(2;2) = A( 2 ; 1 )JB( 1 ; 2 ) 十 A(2;2)B(2;2). 

BP C 的 （1，1) 元等于 A 的第 1 行与 B 的第 1 列的对应元素的乘积 之和； C 的（1，2)元是 A 
的第1行与 B 的第2列对应元素的乘积之和，等等。 

从旋转这个例子受到启发，引出了矩阵的乘法 运算： . 

定义 3 设 


其中 


C = 



Cij = ^a^ij + a i2 b 2 j + -^ra^bnj = yja^b ^ ， 

k = \ 

f=l，2, …， w _; = l，2，*”，m。 则矩阵 C 称为矩阵 A 与 B 的乘积，记作 C=AB。 

矩阵的乘法有以下几个 要点： 

(1) 只有左矩阵的列数与右矩阵的行数相同的两个矩阵才能 相乘； 

(2) 乘积矩阵的元等于左矩阵的第 z 行与右矩阵的第7列的对应元素的乘积之 


n 


和： 


( AB ) Ci ； j ) = [A(z；^)]E[(^；j)]； 


k = i 


C 3 ) 乘积矩阵的行数等于左矩阵的行数，乘积矩阵的列数等于右矩阵的列数。 

例1设 


A 


「 1 

_ 2 - 


「4 

5-i 

0 

3 

， B 

_6 

7_ 

— 1 

2_ 





求 AJ 3 。 

解 


AB 


2 - 


0 

-1 


「4 5n 


_6 7_ 



-1 X 4 + (- 2) X 6 1 X 5 + (—2)X7- 


0X4 十 3X6 


0X5 + 3X7 


(-1) X4 + 2X6 (-1) X5 + 2X7 


8 — 9 - 


18 21 
L 8 9 

1 矩阵的乘法适合结合律:设 A = (% ) s x n ? ~ () 

( AB)C = A ( BC ). 

证明显然，与 A(BC) 都是 sXr 矩阵。由于 


jC =( 


，则 


71 


n 


[(AB)C](f；i)= ^ L ( AB )( i ； 02 c lj = 

■ n > ■ X ■ 4 r 


l ) 


n 


n 


[A(BC)](z ； j)= Z%[(BC) ( 是； j)] = y]ciik 

4=1 走 =1 / =1 


c 


h 


2 ( y] a ikbkic 

1=1 v k=l 

n m 

* ■ 、 ■ -a 


l ) 


ij 


( 6 ) 


k = l 1^1 
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n 

klC 1 3 ^ f 

因此 



[( AB ) C ]]( z ；_; ) — [ A ( BC )]( i ； 7 ) » i = l ， 2 ，".， s ;) = l ， 2 ，“.， r . 

从而 （ AB ) C = A ( BC ). ■ 

从例 1 看到， A 与 B 可以做乘法，但是 B 与 A 不能做乘法。这说明矩阵的乘法 
| 字學 f 。即使 A 与 B 可以做乘法， B 与 A 也可以做乘法，但是也有可能 AB 古 BA : 奇 
士会 + S 两个例子： 

例2设 

- 1 - 

A == (1，1，1 )， B = 1 , 

丄 

求 AJB 与 BA 。 

解 


- 

AB = (1,1,1) 1 = (3) , 



-In 


-1 

1 

In 

BA - 

1 

(1，1，1)= 

1 

1 

1 


1_ 


_1 

1 

1 


如果运算的最后结果得到一个1级矩阵，那么我们可以把它写成一个数。在例2中， 


可以写 AB =3。 

一个行向量 ( A ， 〜， …， 〜）可以看成 lXn 矩阵，一个列向量 


<^2 


可以看成 nXl 矩阵。 

例 3 设 



「0 

In 


-o 

0" 

A — 

■0 

0 — 

， B 

■0 

1_ 


求与 BA 。 

解 


AB - 

「0 

_0 

In 

0_ 


rO 

_0 

On 

i _ 

- —— 

rO 1 ■ 

Lo o_ 

BA — 1 

rO 

0- 

1 

1 


「0 

In 


-0 0~ 


Lo i」Lo 0 」 L "」 

从例3还可以看到一个奇怪的 现象： B 关 0， A 乒0,但是 BA = 0 . 这一点希望读者要特别 


注意。即，从 BA = 0, 不能推出3 = 0或 A = 0。 

对于矩阵 A ， 如果二 +矩阵 B^O 使得 AB 二0,那么称 A 是一个左零 因子； 如果 
存在一个矩阵 C 乒0使得 CA = 0, 那么称 A 是一个右零因子。左零因子和右零因子统称 
为零因子。在例3中， A 是右零因子， B 是左零因子。由于 


:)， 


因此例3中的矩阵 A 也是左零因子。 

显然，零矩阵是零因子，称它是 平凡的零因子 
2°矩阵的乘法适合左分 配律： 


o 


ACB + C) =- AB ^ AC , 


(7) 


也适合右分 配律: 


(B + C)D = BD +CD 


( 8 ) 


证明方法类似于结合律的证明 

例 4 设 


， B 


， C 


求 AC 与 BC 

解 


o 


AC 


^ 

BC = = • 

L2 5 JL 1 lj |_7 7」 

从例 4 看到 ，AC=BC， 但是 A 尹 B， 这说明矩阵的乘法予寧命準孝 S 卩，从 AC=BCK 

C 关0,不能推出 A = B。 . 

3°主对角线上元素都是1，其余元素都是0的《级矩阵称为 n 级单 位矩阵 ，记作八， 
或简记作 J。 容易直接计算得 


LA 

特别地，如果 A 是 n 级矩阵，则 


sXn 


^sXn f 


sXn 


(9) 


IA ^ A 1 = A . 


( 10 ) 


o 


矩阵的乘法与数量乘法满足下述关系式： 

k { AB ) ikA)B — A { kB ) 


( 11 ) 


证明 设 (a。）, x „ , B =( b tJ ) n 


显然6(八扮，0^)3，八(沾)都是以饥矩阵。由于 


n 


n 


a u^ij ) — ^y' ka gbij ， 


n 


n 






n 


n 


[A(^E)](z；j) = [(々B) (D)] = y ^ aukbu ， 
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因此 

k(AB) - (M)B = A(kB). m 

主对角线上元素是同一个数々，其余元素全为 0 的 《 级矩阵称为数 置矩阵 ，它可以记 
成 H 。 容易看出 

H +ZI = ik + l)U (12) 

kill) = (kni, (i3) 


( kl ) {ID = ( kl ) I . (14) 

上述三个式子表明： n 级数量矩阵组成的集合对于矩阵的加法、数量乘法与乘法三种运算 
都封闭。 

容易看出 

( kl)A = kA » A ( kl ) — kA . (15) 

(15) 式表 明：数 量矩阵乘 A 等于々乘 A 。 

前面已指出，矩阵的乘法不适合交换律。但是对于具体的两个矩阵 A 与 S ， 也有可 
能 AB = BA 。 如果 = 则称 A 与 B 可交换。 从 （15) 式得出，如果 A 是 n 级矩 

阵，则 


( H)A = A ( kl ), 

即数量矩阵与任一同级矩阵可交换。 

由于矩阵的乘法适合结合律，因此可以定义 n 级矩阵 A 的非负整数次幂 


A 


A 0 


def 


A • A . A ^ 



m ^ Z + ； 


(16) 


容易看出，对于任意自然数々，/，有 

AM ' = ( A 7 = A ' (17) 

由于矩阵的乘法不满足交换律，因此一般来说， （ ABV 乒从而对于矩阵来说， 
没有二项式定理。但是如果矩阵 A 与 B 可交换，那么 （A + Br 可以按照二项式定理 
展开。 

矩阵的加法、数量乘法、乘法与矩阵的转置的关系如下 

1° (A + B )' = + 2° = 

3 0 ( AB )' = B f A \ 

特别要 注意： （ ajbV ^ Wa /. 

证明 1° 与 2° 的证明很容易，留给读者。现在进行3°的证明。 

n 

= (ABXj \ i) = y^a^bki ， 

k = l 

* n n 

= y]B F = y^jb^ajk ， 


4.1 矩阵的运算 


_ 
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因此 ( AB / C ㈠ 从而 ■ 
显然 （ A ')'= A . 


如果 rz 元线性方程组的系数矩阵为 A ， 常数项组成的列向量为 f 未知量^，: r 2 ，…， 
组成的列向量为 X ，那么利用矩阵的乘法可以把 n 元线性方程组 


写成 


^anJ：i + a n jc z + *** + ai n x n = b x , 

dz\Xi + a 22 ^2 H - h a ln x n = b 2 ? 

_ •喻 «■# ♦ 参 « 

a sl x l + a s 2 x 2 + = b s , 


(18) 


'an a l2 … a ln ^ 


'X\ ^ 


b '、 

^21 a 2 2 … d 2 n 

• • « 

• • # 


x 2 

攀 

_ 


b 2 

m 

• 

• m • 

a,i a s2 … 

V J 


攀 

jr 

\ > 


• 

bs 

\ J 


即 AX = fi . 

相应的齐次线性方程组可以简洁地表示成 

AX = 0. 


(19) 


于是列向量1?是齐次线性方程组 AX = 0 的解当且仅当 At | = 0。 这个结论经常要用到。 
如果 A 的列向量组为 cci ， a 2 ，…，，那么可以把 A 记成： A = (< ri ，<? 2 ，… ， a „) 。 

设 A = U y X x „， B =( W Xm 。 A 的列向量组为 ai ， a 2 ，…， a „。 按照矩阵乘法的定义, 
AB 的第 j 列为 


于是 


^n^i> +^12^2, H - \-ai n b nj 

az \ b\j + cizzb Zj + *** + a 2 n b nj 

• » ■ 

争 ■ • 

+ a s 2 b 2j + "* + a sn b nj 

K 


bna\ + b 2 ja 2 + *" +b nj a n 


AB = (« i ， a 2 ，… ， a rt ) 


b 


ii 


厶 21 


b \2 

厶 22 


… b lm 、 
… b 2m 


^n\ b n 2 ••• ^nm 

= C^nCti + ^2 i«2 + ** •+ b nX fbi m a \ + b 2m az + *** + b nm a n )• 


由此 看出： A 乘以 B 可以把 A 的列向量组分别与 B 的每一列的对应元素的乘积之和作 
% AB 的相应的列向量。这是矩阵乘法的第二种表述方式。 


类似地，设矩阵的行向量组为 …， y n ， 则 



r a u ai2 … di n ^ 


Yi ^ 


7i +a u Yz H - Va ln y n ^ 

AB = 

汉 21 ^22 … <^Zn 

m • • 

9 9 % 


7z 

m 

_ 


AlYl + <^ 22/2 + ••• + <^2nYn 

• • • 

A 鑫 無 


• 参 « 

a 5 i a s2 … a sn 

v j 


攀 

• 

n 

、 j 


■ ■ V 

m m m 

<^sl7l + a s2 y 2 + + CLsnJn 



4. 1 矩阵的运算 
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点评： 例2 表明： Al„ 等于 A 的各行的行和组成的列向量， 1„'B 等于 B 的各列的列 
和组成的行向量； l ： l n 等于等于 J。 

例3设 A，B 都是数域 K 上的 n 级矩阵，令 


def 

[A,B] —AB - BA, 
称 [A，B] 是 A 与 B 的换位元素。设 



，0 

0 

0, 


r 0 

0 

r 


，0 

- 1 

0 、 

M, - 

0 

0 

-1 


0 

0 

0 

,iVf 3 = 

1 

0 

0 


0 

1 

0 

} 


-1 

V 

0 

0 

J 


0 

0 

0 

> 


求 [ iV ^ ， M 2 ] ， [ M 2 ， M 3 ] ， [ M 3 ， iV ^ ] 。 

解 [ M ! , M 2 ] = M 1 M 2 - M 2 M 1 - M 3 ,[ M 2 , M3 ] = M ! 

例 4 证明：对于数域 iC 上任意 w 级矩阵 A ， B ， C , 任意有 

(1) [> 1 A+ 々 2 B ， C：] = 々 1 [A ， C]+h[ J B ， C'] ; 

(2) [ A ， B ] = —[ B ， A ] ; 

(3) [ A ,[ B , C ]] + [ B ,[ C , A ]] + [ C ,[ A , B ]] = 0. 

证明 （ 1 ) lk 1 A^k 2 B,C^ = (k l A + k 2 B)C-C(kiA+k 2 B) 

-^( AC — CA ) 十是 2 ( BC — 

(2) [ A , B ] = AB - BA --( BA - AB )=--[ B , A ]； 

(3) [ A ，[ JB ， C ]]= ADB ， C ] —[ B ， C]A = A ( BC — CB ) —( BC - CB)A 

- ABC-ACB-BCA + CBA ， 


[ B 9 [ C , AJJ ^ BCA - BAC ~ CAB - hACB 9 

[ c 9 [ a , bjj = cab - cba - abc + bac , 

因此 [A，[B，C]] + [B，[C，A]] + [C，[A，B]] = 0. ■ 

例 5 设 A、B 都是 n 级矩阵。如果 A 2 =B 2 , 是否可推出 A = BSA = —B? 

解 A 2 = B 2 可推出 A 2 —B 2 =0, 由于 A 与 B 不一定可交换，因此 A 2 —B 2 关 (A+KKA—B)。 
即使 A 与 B 可交换，有 A 2 -& = (A+B)(A—B) ，从而有 (A+B)(A—B) =0,但是也推不出 
i4+B=0 或 A ~ B =0 o 


例如，设 A=I 2 ，B = 




但是 A 关 B 且 A 关 一B。 

例 6 计算 A% 其中 m 是正整数，且 



4.1 矩阵的运算 
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解由于 A 表示平面内绕原点◦转角为 P 的旋转 cr ， 因此表示旋转由于， 
是绕原点 O 的转角为 m < p 的旋转，因此 


A 


COSTTUp 


SlTlTTUp 


smrrup cosnup 


例 9 计算 A ' 其中 m 是正整数， 


0 


A 


1 


0 


0 0 


0 

0 


0 0 
0 0 


0 

0 


0 


nX 


解 


A 2 










r 0 

0 

1 

0 

… 0 ^ 

( 0 

1 

0 

… 0 " 


「0 

1 

0 … 

0 ^ 


0 

0 

0 

1 

… 0 

0 

0 

1 

… 0 


0 

0 

1 … 

0 


攀 

# 

• 

• 

% 

• 

• 

• 

_ 

争 

參 

_ 

嬸 


華 

• 

• 

• 

• 

• 

« 


• 

• 

• 

• 

• 

* 

• 

參 

• 

_ 

• 

m 

參 

• 


攀 

• 

参 

m 


0 

0 

0 

0 

… 1 

0 

0 

0 

… 1 


0 

0 

0 … 

1 


0 

0 

0 

0 

… 0 

0 

0 

0 

… 0 


0 

0 

0 … 

0 







V 



J 







0 

0 

0 

0 

… 0 


由此猜想：当 m < n 时， 


列 


A 


0 0 
0 0 


# « • 


0 10 
0 0 1 


• • 


« • » 


0 

0 


0 0 
0 0 


0 0 0 
0 0 0 




1 

0 


0 0 


( 21 ) 


k 行 


•••0 0 0 … 0 

用数学归纳法证明上述猜想。当时，显然命题成立。 
假设当 m < n 时，对于 A ^ 1 命题成立，来看 


1 列 


A 


-1 行」 


0 0 
0 0 


人 


蠊镛 


• • 


0 10 
0 0 1 


0 

0 


0 0 
0 0 


0 0 0 
0 0 0 


1 

0 


0 0 


0 0 0 


0 


r 0 1 

0 0 


0 

1 


0 

0 


0 

0 


0 

0 


0 

0 


0 
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其中 


B 


(0 1 0、 

0 0 1 

0 0 0 


由于 3 级数量矩阵 3J 与任意 3 级矩阵可交换，因此 


XA 


BX = XB 


从 


rO 

i 

0 、 


0 

0 

1 


0 

0 

0 

J 

V 


111 

工 12 

工13、 


'JCn 

工12 

工13 

工21 

工 22 

工23 


X 2 1 

工22 

工23 

工 31 

工32 

上33 


上31 

工32 

工33 



rO 

1 

0 、 


0 

0 

1 

J 

0 

0 

0 

J 


得 


，工21 

OClt 

工23 ’ 


<0 

工11 

工12、 

工31 

x 32 

工33 


0 

工21 

工22 

0 

0 

0 

> 


0 

了31 

工32 

J 


解得 ^21 ~0 jX 22 = 工 11，工23 = 工12，工31 =0 ，工32 

因此 


•3^21 ，工33 工22 • 


X 


( 工11 工12 工13 1 

0 x n x l2 

0 0 jcn 


， J：\i f X\ 2 ，工 13 6 


例 12 设 A 是数域 K 上的； z 级矩阵，令 

fix) =a m x m + *•* +ai x + a 0 ? a ； G X , ? = 0,1, ■**, w. 

把 x 用 A 代人，得 

/(A) = 

称 /(A) 是矩阵 A 的多项式。设 g(X) / 1 +… +M JC + 6 。 

证明 ： /(A)g(A) =g(A)/(A ) 。 


A m_1 + … -\- a\A -\- a 0 1 


m 


r 


m r 


证明 /(A)g(A) = f y]b y A j \ = y] 

1 = 0 V 7 = 0 t = 0 J =0 


r m 


r 


m 


2 ^b^aA 1 


b；A 


j=0 i = 0 

=g(A)/(A). 


0 


)(々 


•A 


习题 4. 


1 •设 



A 

0 

0 、 


rO 

1 

0 、 

A ^ 

0 

A 

0 

， B 

0 

0 

1 


0 

0 

A 

j 


0 

N . 

0 

0 

> 



求 A+B 。 
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2. 设 J 是元素全为1的4级矩阵， J 是4级单位矩阵，求 （r — A)J + AJ 。 

3. 计算 

( 1 ) r 7 — 1 ) 



( 4 ) 


( 4 , 7 , 9 ) 


( 5 ) 


ll 


( 4 , 7 , 9 ); 


( 6 ) 


a z a 3 、 



( 7 ) 

r a Y a 2 a 3 ] 

b' b 3 


1 

； (i,i,D 

b\ h<i 63 

C\ C 2 ^3 


1 

、 > 


C\ Cz C 3 


( 8 ) 


( 10 ) 



0 

0 

0 

d z 

0 

0 

0 

d. 

rl 

2 

3 、 


0 

4 

5 


0 

0 

6 

> 

V 


■v 


a 2 


C9 ； 

'ai 

a 2 

a 3 、 


d\ 

0 

0 ^ 


b. 

b 2 

b. 

鬌 

， 

b. 

bt 

办 3 


0 

d 2 

0 

> 

^1 

•s 

Cz 

Cz 

> 


Cl 

V 

Cl 

c 3 

j 


0 

0 

d z 

> 


「7 8 


0 

0 


10 

0 


9 

11 

12 


(11) rl 0 0 

灸 1 0 

0 0 1 


( 12 ) 


(14) 


^1 

dl 

“3 

hi 

b 2 

办 3 

Cl 

Cz 

c 3 

^1 

a 2 


bi 

b 2 

h 

C\ 

C2 

Cz 



a 

0 

0 ) 


k 

1 

0 

J 

i° 

0 

1 

J 


，o 

1 

0 1 


1 

0 

0 

J 

0 

0 

1 

J 


( 13 ) 


r0 1 
10 0 
0 0 1 


^1 




bi 

bz 

心 3 

b. 

Cl 

\ 

Cz 

C 3 

Cz 


Cll 

^3 

CL^ 

bi 

bz 

厶 3 



Cl 

(3 

Cz 


( 15 ) 




一 1 


4•设 


A = 


4 


, B 


7 8 


求 AB ， BA，AB — RA 。 
5. 计算 


6. 计算 

⑴,0 I 、 2 

( 10 ) 



^11 ^12 ai 、 



(x ， 3 ；， l) 

dti 0-2 


y 


CL\ U2 flo 


1 

、 a 


( 2 ) 
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(3) 


2 


(4) 


n 


0 0 


0 


是正 整数 ; 


(5) 


^0 

1 0 、 

n 


A 

1 

0 、 

0 

0 1 

， n 是正 整数； 


0 

A 

1 

0 

V 

0 0 

J 



0 

V. 

0 

A 

J 


⑺是正整数 


(7) 


2 


( 8 ) [1 
1 


— 1 


1 1 1 

1 —1 -1 

— 1 1 — 1 
一 1 -1 1 


7. 计算 A' 其中 m 是正整数， 


r A 1 oo 

0 A 1 0 


A 


# ■ ■ 


0 0 
0 0 


0 0 0 0 
0 0 0 0 


A 1 
0 A 


rtXn 


8 . 计算 


m 


2 


其中 m 是正整数。 

9. 设 /(j:) — 7sc 2 +13jc — 5 ， 


-A 


2 — 


2 2 


求 /(A )。 

10. 求与数域 iC 上的矩阵 A 可交换的所有矩阵，设 


( 1 ) 


A = 


( 2 ) 


4 


A 


7 


3 


5 -2 


(3) 



「2 

i 

0 、 


rl 

0 

4) 

A = 

0 

2 

1 

； A == 

0 

1 

2 


0 

0 

2 

j 


0 

V. 

1 

2 

j 


11. 如果 7Z 级矩阵 B 满足 B 3 =0, 求 

(I — B)(I 十 B 十 B 2 ). 

12. 证明： 若 B " B 2 都与 A 可交换，则 B l + B 2 , B 1 B 2 也都与 A 可交换。 

13. 证明： 如果 A = + (B + I )， 则 A 2 = A 当且仅当 B 2 = 7。 


14. 证明： 矩阵 A 


a b 
c d 


满足方程 
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x 1 — (a + d)x + ad — be = O m 

15. 设”级矩阵 A 、 B 的元素都是非负实数。证明 ：如果 中有一行的元素全为0, 
那么 A 或 J 3 中有一行元素全为0。 

4.2 特殊矩阵 


4.2.1 内容精华 


本节研究的特殊矩阵都是很有用的，希望同学们熟练掌握它们与其他矩阵相乘时的 
特殊规律。 


1. 对角矩阵 


定义 1主对角线以外的元素全为0的方阵称为对 角矩阵 ，简记作 

diag{d] ， d 2 ， … 乂 }■ 

命题 1用一个对角矩阵卒（右）乘一个矩阵 A ， 就相当于用对角矩阵的主对角元分 
别去乘 A 的相应的彳列）。 

证明 设 A 是」个 sXn 矩阵，它的行向量组是 yi ， y 2 ，…，。列向量组是％，《 2 ，…，。贝 IJ 


di 0 0 … 0 、 


、 


d Y y x ^ 

0 d 2 0 … 0 

• « • » 

« • • 攀 


Yz 

_ 

• 


d z y 2 

• 

通 

« 鴒 • 參 

0 0 0 … d s 

、 J 


■ 

Ys 

、 j 


w 

嬅 

d 5 y s 

V . > 


( d , 

0 

(叱 ， a 2 ，… ，cO . 

_ 

0 


0 0 … 0〕 

dz 0 … 0 

• . . = Witti ，心免，…此） • 

• • « 

• _ 售 

0 0 … d n 



特别地，两个 n 级对角矩阵的乘积还是〃级对角矩阵，并且是把相应的主对角元相乘。 


2. 基本矩阵 

定义 2只有一个元素是1，其余元素全为0的矩阵称为基本 矩阵。 元为1的 
基本矩阵记作 £： y 。 

设 A = ( 〜 f x n ，则 


A 



j n 

^n^ii + a n Ei2 + *** + a sri E s „ 


( l ) 
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命题2 用& 左乘一个矩阵 A , 就相当于把 A 的第 j 行搬到第〗行的位置，而乘积矩 
阵的其余行全为零彳用 E I ：7 夸乘一个矩阵 A ， 就相当于把 A 的第纟列搬到第 j 列的位置， 
而乘积矩阵的其余列全为零歹 i 。 

证明设 A 是一个 sXn 矩阵，它的行向量组为 K ， y 2 ，…， y s ; 列向量组为的，《 2 ，…， 


a no 则 


第）列 

f 

EijA = 

第 Z 行 1 


v. 



7 i 


0 


Yj 

0 



第 〖行; 


10 J 

第 J 列 


AEij = («i ， a 2 ， … ，私） 

= (0 ，…， 0 ，化 ，0 ，…， 0) ， 

第 J 列 


第 Z 行 


其中瓦,的未标出的元素都是0。 
由命题2立即得到 


E . jE/u 


f 

Eu ， 

0 , 


EijAEki = a jk E ilt 


当 是 〜; 


■ 

( 2 ) 

(3) 


3. 上（下）三角矩阵 

定义3主对角线下（上）方的元素全为0的方阵称为上（下）三角矩阵。 

显然， A = U ;> ) 为上三角矩阵的充分必要条件是 

a I} = 0, 当 Z > j . 

容易看出 ， A = U ;> )„ 心为 上三角矩阵当且仅当 

n n 

^ = y^j y^ a ij^v • 

命题 3 两个 n 级上三角矩阵 A 与 B 的乘积仍为上三角矩阵，并且 AS 的主对角元 

等于 A 与 B 的相应主对角元的乘积。 

证法一设八=(^)，召=(~)都是”级上三角矩阵，则 

n ) n 

= y^.a^bkj = y^ajkbkj + 2 - 

夭 =1 k^l k^j+1 

设/>八当 /时 ，由于 因此知 =0; 当时 ，心=0。 从而 

=0，当 i > j . 

于是 AB 是上三角矩阵。 



« 
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n 


(AB)(z；0 ^aubu + = 0 + a ti hii 十 0 = auba. 


k=i 


是 =H™ l 


证法 一 设4 = (〜），3=(6〃）都是71级上三角矩阵，则 


n n 


n n 


n n n n 


AB 




2 kiE 以 

m m t . r \ . _a. ■ m 


S 2 SS a^bkiE^Eu 


k—\ i=k 


i k = \ l^=k 


n n n 


n n 




1 }-=i t 


1 l 


n 


n l 


D 2 ( ) E “ • 


(4) 


因此 AB 是上三角矩阵。 

由于 AB 的 G ，0 元等于 （4) 式中 仏 的系数，因此 

(AB ) (i; i) = a it ba. 
在证法二的“* ”这一步利用了连加号的下述性质 


n 71 


n I 


2 = 2 ^ c J d 


(5) 


其中 1 ， 2 ，…， w 


证明 给定彳€{ 1 ， 2 ,…， n }， 有 


7i n 

ss 



-=i l 


Cidi +c z fi? z+ i + *■* ^\~Cid n ~\ -\~Cid n 

-\-c i+l d t+l H \-c t+l d T1 - 1 +c i+ 1 d n 


十 


C/i - 1 d n — i ~ \~ c n ■- \ d rj 

+ c n d n 


i+i 


n 


> : c jd i I > ^ c jd i+i 


I 〉 : cjd n — i I >] cjd n 


n 


2 2 c 


证法二的好 处是： 可从 （ 4 ) 式看出 AB 的 （〗， D 元，它等于^的系数。例如 AB 的 


(1，3)元等于 


:“11^13十 “ 12623 + <213^33 * 


由于上三角矩阵 A 的转置是下三角矩阵，因此从命题3立即 得出： 两个72级下三 
角矩阵的乘积仍为下三角矩阵，并且乘积矩阵的主对角元等于因子矩阵的相应主对角元 
的乘积。 


4. 初等矩阵 

定义4 由单位矩阵经过一次初等行（列）变换得到的矩阵称 为初等矩阵。 

T ©+©* k 

I -^ P(j , 


(©，©) 


P(ijj ), 
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m 


I P(£(c)), 0 ； 



©+® • / 


P (j “⑴）， 



OS ，®/ 


P(i.j), 


I , > P(z(c)) 9 c ^ 0. 

©• c 

从上述看出，初等矩阵有且只有三种 类型： 其中 C 关0。 

设 A 是一个 s Xw 矩阵，它的行向量组是 7 i »72 * …， I ;列向量组是 ai ， a 2 ，…，。贝！1 



P(j ， K 々 ））A = 






^ 7i 1 




♦ 

% 

% 


72 

_ 


Yi 



* 

• 


_ 

_ 

Ys 


■ 

ky t + Yj 


k > 


• 

_ 

• 

J 

、 Ys , 


1 

AP (j ,z'(^)) = (oei ， a 2 ， … ， a„) : ••• 

k … 


由上述 看出: 


=(Cfi ，…， + kaj ， … ， a” … ， cr„). 



用牢乘 A ， 就相当于把 A 的第 i 行的&倍加到第 j 行上，其余行 不变； 

用 P ()，^ a )) 幸乘 A ， 就相当于把 A 的第 j 列的々 倍加到第纟列上，其余列不变。 
类似地，可以 i 明： 

用 P ( D ) 左 （右） 乘 A ， 就相当于把 A 的第 f 行（列）与第 ） 行（列）互换，其余行 
(列）不变； 

用 P ( Kc ))( c 乒 0) 左（右)乘 A ， 就相当于用 c 乘 A 的第 f 行(列），其余行（列）不变。 
把上述结论写成一个定理： 

定理1 用初等矩阵左（右）乘一个矩阵 A ， 就相当于 A 作了一次相应的初等行（列) 

变换。 ■ 

定理1把矩阵的初等行（列）变换与矩阵的乘法相联系，这样有两个 好处： 既可以利 
用初等行（列）变换的直观性，又可利用矩阵乘法的运算性质。 


5. 对称矩阵 

定义5 — 个矩阵 A 如果满足 A '= A ， 那么称 A 是对称 矩阵。 

容易看出，对称矩阵一定是方阵；并且 Z2 级矩阵 A 是对称矩阵当且仅当 
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A ( j ; i )， i,j = 1,2, ••• , n . 

命题 4 设都是数域 K 上的 n 级对称矩阵，则 A + B ， MaeK ) 都是对称矩阵。 
证明 （ A +_ B )'= A < +以=4 + 召， 

( y — kj \ f — kJK 9 

因此 A + B ， M 都是对称矩阵。 ■ 

命题 S 设 A 、 B 都是 n 级对称矩阵，则为对称矩阵的充分必要条件是 A 与 B 可 
交换。 

证明 因为 A 与 B 都是对称矩阵，所以 

{ABV = B'A' - BA . 

于是 

AB 为对称矩阵 <=> {ABY = AB <==> BA = AB . ■ 


6. 斜对称矩阵 

定义6 —个矩阵 A 如果满足— A ， 那么称 A 是斜对称矩阵。 

容易看岀，斜对称矩阵一定是 方阵； 并且数域 K 上的《级矩阵 A 是斜对矩阵当且仅 
当对于 i，j = 1，2，…， n ， 有 

A (“ j) =— A(J ; i ) ， 

A ( i ； i ) — 0. 

命题 6 数域 K 上奇数级斜对称矩阵的行列式等于0。 

证明设 A 是 n 级斜对称矩阵， n 是奇数，则， = — A 。 从而 | A ' 卜 |— A |。 于是 | A | 
= (- ir \ A \=-\ A \ 0 由此得出， 2 | 川= 0 ,因此 | A |= 0 。 ■ 

容易 证明： 若 A 、 B 都是数域 K 上 n 级斜对称矩阵，则八十5，从（々610也都是斜对 
称矩阵。 


4.2.2 典型例题 


例 1 证明： 如果 D 是主对角元两两不等的对角矩阵，那么与 D 可交换的矩阵一定 
是对角矩阵。 

证明 设 D ^ diagW ! ，不 ，…， 尤}，其中 d x ， d 2 ， … ， d„ 两两不等，如果 n 级矩阵 
A = (~) 与 D 可交换，那么 

(AD )(£；_;) — ( DA ) (z ； j) , ijj = l ， 2r" ， /z. 

艮 P aijdj =diaij , z 17 = 1,2 , ••• 

即 aij (dj — d ,)= 0 ， i,j — 1,2 ,••• ,n, 

由此推出 Qy ~ 0 , 当 i ^ j . 

因此 A 是对角矩阵。 ■ 

点 评：例 1 的证明中利用了对角矩阵左（右）乘一个矩阵的规律。例 1 的结论在以后 
有用，希望同学们记住。 

例 2 证明： 与所有《级矩阵可交换的矩阵一定是 n 级数量矩阵。 

证明 设矩阵 A =( 化） 与所有; 2 级矩阵可交换，则 A 必为 / Z 级矩阵。特别地， A 与77 


4.2 特殊矩阵 
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级基本矩阵仏 （）= 1 ，2,…， n ) 可交换，即心 A = A £： l 7 。 由此 得出: 


fCiji CL )Z "- a n •" a jn > 


' 0 … 0 an 

0 … 0 、 

0 0 0 … 0 


0 … 0 a 2 i 

0 … 0 

参. # • 

# _ 晕 • 

參睢 « _ 

0 0 … 0 … 0 

V > 


• • • 

m m • 

暑 • • 

0 … 0 a n \ 

• • 

• • 

_ • 

0 … 0 

J 


第 j 列 


于是 


=()，•.• ，aj fJ -i = 0 ， ajj = a u , a i , 什 1 = 0 ， ••• 9 a jn 

由于 j 可取 i ，2, …，”，因此 


0. 


^ a n 0 0 ••• 0 0 ^ 

0 a u 0 ••• 0 0 

A = 

» 畢 • 》 ♦ 

• • * • • 

參攀 _ » « 

0 0 0 … 0 a n 

即 A 是数量 矩阵。 ■ 

点 评：例 2的结论相当重要，希望同学们熟记。 

例 3 证明： 数域 K 上任一 n 级矩阵 A 都可以表示成一个对称矩阵与一个斜对称矩 
阵之和，并且表法唯一。 

证明 

A = 4 (A + A ') +4 (A — A '). 


由于 

(A + A ，/ = A / + ( A / ) / = A'+A = A + A '， 

(A — A ，）' = A ， 一 ( A / ) / = A ，一 A =— ( A - A r ), 

、+ ( A - A ) 分别是对称 


因此 A + A ' 是对称矩阵， A - A ' 是斜对称矩阵。从而 IG 4+ A ') 


矩阵、斜对称矩阵。 ， 

设 A 还有一种表示 方法 ： A = A 1 + A 2 ，其中分别是对称矩阵、斜对称矩 

阵。贝 U 

A f — Ai + Ai = Ai — A 2 . 

又由于 + A 2 ，联立上述两个式子可解得 

Ai = y ( AH - A ^), A 2 = ~( A - A r ). 

因此 A 表示成一个对称矩阵与一个斜对称矩阵之和的方式唯一。 ■ 

例4 证明： 如果 A 与 B 都是 n 级斜对称矩阵，那么 AB _ BA 也是斜对称矩阵。 
证明 （AB — BA /=( AB )’一 A ’ B ’ = (— B )(— A ) — (― A )(— B ) 

^ BA ~ AB =~ ( AB - BA ), 

因此 AB-BA 是斜对称矩阵。 ■ 

点评: AB — BA 是 A 与 B 的换位元素，记作 [ A ， B ]。 求 [ A ， B ] 称为换 位运算 。例4 
表明 ：数域 K 上所有 n 级斜对称矩阵组成的集合 O 对于换位运算封闭。在命题6下面的 
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一段话表明0对于加法和数量乘法封闭。 

例5设 A 是一个〃级实对称矩阵（即实数域上的对称矩阵），证 明： 如果 A 2 =0, 那 
么 A = 0。 

证明设 A=(&)， 任给〗€{1，2，"*"}，由于八是对称矩阵，因此 

n n 

A 2 (i;i) = ^UikUki = 

k—\ k^l 

由于 A 2 =0, 因此从上式得 


y]al = o. 

k = l 

由于 A 是实数域上的矩阵，因此从上式得. 


= 0, k — 1,2, ••• 

于是 A = 0。 ■ 

例 6设 A 是数域 iC 上一个 sX 72矩阵， 证明： 如果 A 的秩为 r ， 那么 A 的行向量组 
的一个极大线性无关组与 A 的列向量组的一个极大线性无关组交叉位置的元素按原来 
的排法组成的 r 阶子式不等于0。 

证明 设 y h ， '，…，\是4的行向量组 h ， y 2 ，…， 的一个极大线性无关组，， 
Cf ;2 ，…，是 A 的列向量组 cr 1 ， Cf 2 ， …， 的一'个极大线性无关组。令 


A 1 = 2 , 

參 

j " 

贝 !] rank ( AO ^ r 。 A ! 的列向量记作 6 i ，泛 2 ，… ，見， 它们是 tti ， a 2 ，…， < x n 的缩短组。由于 A 


的每一列 fit / 可以由 flf ; i ， flr ; 2 ，…，线性表出，因此 A 的每一列可以由^，沒； 2 ，…，& 
线性表出。由于 rankCAi ) = r ， 因此兔 i ， 心 ，…，是的列向量组的一个极大线性无 
关组。从而由^，〜，…，紅组成的子矩阵 A 2 的行列式不等于0。即 


pl ， 艺2， 

A . 

ii » )2 * 



•，， 0 . 



例7证明 ：斜对 称矩阵的秩是偶数。 

证明 设《级斜对称矩阵 A 的行向量组为则，的列向量组为 y /， 〆 ， 
…，<。由于 A '=— A ， 因此 A 的列向量组为 一 y /，一 < ，…， 一 <。设 rank ( A )= r 。 取 A 

的行向量组的一个极大线性无关组& ， y , 2 ，…，\，则 一 ，一沁， … ，一 r (是 a 的列向量 
组的一个极大线性无关组。据例6的结论，得 


由于 A ( z u ; i v ) = — A ( i v - f i u ) ， 


fi" t2 9 

A 

i \ f iz ? 


m m 0 


f 


.^ 0 . 


v，ue 0,2，“_，/*}，因此上述”阶子式是一个 r 级斜对称矩 


阵的行列式。由于奇数级斜对称矩阵的行列式等于0,因此 r 必为偶数。 ■ 

例8 证明： 矩阵的2°型初等行变换（即两行互换）可以通过一些1°型与3°型初等行 


变换实现。 


证明 考虑与第 Z 行和第7行互换相应的初等矩阵 PGd )， 它可以如下 得到: 



这表明对 A 作两行互换可以通过对 A 作一些1°型和3°型初等行变换来实现。 ■ 

例 9 方阵 A 称为幂零矩阵，如果存在正整数 Z ， 使得 A ; =0; 使 A ; = 0 成立的最小正 
整数 Z 称为 A 的幂零 指数。 证明： 

(1) 上（下）三角矩阵是幂零矩阵当且仅当它的主对角元全为0; 

( 2 ) 如果 72 级上（下）三角矩阵是幂零矩阵，那么它的幂零指数 l < n 0 

证明 （1) 必要性。设”级上三角矩阵 A = ( a l ；? ) 是幂零矩阵。假如有某个主对角元 
a ti 关0，则对任意正整数 m ， 都有 
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^ 关 0. 

这与 A 是幂零矩阵矛盾。 

充分性。设 n 级上三角矩阵 A = (%) 的主对角元全为0。则对任意正整数 m， 都有 
A m 的主对角元全为0。 

据本节命题3的证法二中 （4) 式，得 

1+1 

A 2 (z；i + l) = E ^ ij^ j ' t’ + 1 江 ii 江 i ， i+l 。 +1 = 0, 其中 i = l ， 2, … ， 7? — 1* 

> =^ 

假设 A*(z■;i + l) = AHf;2•十2) = … : =A ^; (f;Z+々一 1)=0 ，是>2•则对于 々，有 

f+m 

A* +L (i ； z + m) = ^ ajjA k (j ; j + m) 

^ _ 

= auA k (i ； z+m) +a,- (i+1 A A (i+1 ；z + m) H — • +a, ,i+ m A k (z+m ； f+m) = 0. 

由数学归纳法原理，对一切大于 1 的正整数 m， 有 

A m (z ； z + 1 ) A m (z. ; z ‘十 2) = … Ci；i m 一 1)=0. 

由此推出， A”=0。 因此 A 是幂零矩阵。 

(2) 由第 （1) 小题的必要性以及充分性的证明得出， A n = 0。 因此 A 的幂零指数 
由于下三角矩阵的转置是上三角矩阵，因此第（1)、(2)题的结论对于下三角矩阵也成立。 


注:利用本套书下册第9章 9. 6节的有关矩阵的最小多项式的性质，可以给出例9第 
(1) 小题的充分性的更简洁的证法。利用下册 9. 6节的例9可以立即得出本节例9第 （2) 
小题的结论。 

例10 令 

0 1 0 0 … 0 0 

0 0 1 0 … 0 0 

# _ » • « 

♦ •攀 _ • 

• • • • ♦ 

0 0 0 0 … 0 1 

1 0 0 0 … 0 0 

称 C 是 n 级循环 移位矩阵。 证明： 

(1) 用 c 左乘一个矩阵，就相当于把这个矩阵的行向上移一行，第1行换到最后一 
行；用 C 右乘一个矩阵，就相当于把这个矩阵的列向右移一列，最后一列换到第1 列； 

(2) 2 = J ， 其中 J 是元素全为1的 n 级矩阵。 

1 = 0 

证明 （1) 设 A 、 B 分别是 sXn 、 nXm 矩阵， A 的列向量组为 ai ， a 2 ，… ，私； B 的行 
向量组为 U 2 ，… ，也 。则 







a x a 2 a 3 … a n ^ 

a n a x a 2 … a^i 

A = 

• • m • 

« ♦攀 9 

a 2 a 3 a 4 … a \ 

称为循 环矩阵 ，它是由第 1 行的元素逐步往右移一位得到第2,3,…， n 行。 证明： 

A = ai J 十 a 2 C + a 3 C 2 H - h a n C^ , 

其中 C 是例 10 中的循环移位矩阵。 

证明 从例10的第 （2) 小题的证明过程看出 
a x J+a 2 C+a 3 C 2 + +a n C N_1 

= (^i£i -\-a 2 s n -\ \-a n s 2 -\~a 2 Si +a 3 e„H - ha„e 3 ， … fa 1 s n +a 2 £ n ^i H - \-a n sO 

r a x a 2 … a n 、 ’ 

a n ai … a n -i 

= a n ^ x a n … a n - 2 =A. ■ 


a 2 


a z 


ai 


争 
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从例11的证明中看出，形如 ^ I + a 2 C + …十的矩阵一定是循环矩阵，它的第 
1 行为 ( A ，(2 2 ，… ， a „) 。 

习题 4. 2 

1 . 证明： 对于任一 sXrz 矩阵 A ， 都有是对称矩阵. 

2 . 证明： 两个 / z 级斜对称矩阵 A 与 B 的乘积是斜对称矩阵当且仅当 AjB = — BA 。 

3. 证明： 两个 n 级斜对称矩阵的乘积是对称矩阵当且仅当它们可交换。 

4. 证明： 如果 A 与 B 都是 ri 级对称矩阵，那么— BA 是斜对称矩阵。 

5. 设 A 是实数域上的矩阵。 证明： 如果 AA' = 0, 那么 A = 0 。 

6 . 设 A 是复数域上的 5 Xrz 矩阵，用 A 表示把 A 的每个元素取共轭复数得到的矩 
阵。 证明： 如果 AS ' = 0, 那么 A = 0。 

7. 证明： n 级对称矩阵的第£行元素的和等于它的第 i 列元素的和。 

8 . 设 



^ A 

a 12 

… a ln > 


「 A 

0 

… 0 

A - 

0 

• 

m 

• 

Cl22 

m 

m 

■ 

… a 2n 

参 

離 

■ 

， B = 

i>z\ 

參 

• 

b 22 

參 

« 

• 

… h Zm 

嬸 

參 

■ 


0 

<^n2 

w 

… a nn 


b m \ 


** * h 

^ mm 


证明： 矩阵方程 

AX = XB 

有非零解。 

9. 设 A 与 B 都是 rz 级对称矩阵，则对任意正整数 m ， 矩阵 C =( AB 广 A 也是对称矩阵。 

10 . 证明： 初等矩阵可以表示戒形如 J +^£： 1：; 这样的矩阵的乘积。 

11 . 证明： 对角矩阵乃=也8{1，…，1，0,…， 0} 可以表示成形如1+%仏这样的矩阵 
的乘积。 

12 . 证明： 两个 n 级循环矩阵的乘积仍是循环矩阵。 


4.3 矩阵乘积的秩与行列式 


4.3.1 内容精华 

矩阵是一张表格，它包含了丰富的信息。矩阵的秩是从矩阵的行（列）向量组的线性 
相关性的角度提炼出来的信息，它刻画了矩阵的行（列）至多有多少个线性无关的向量。 
方阵的行列式是方阵的不同行、不同列的元素乘积的代数和，它刻画了以此方阵为系数矩 
阵的线性方程组是否有唯一解。 

矩阵有加法、数量乘法、乘法三种运算。本节研究矩阵乘积的秩、行列式与因子矩阵 
的秩、行列式的关系。 


4.3 矩阵乘积的秩与行列式 


■ 
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定理1设 A=( 〜）, X „，B =( 〜），则 

rank(AB ) ^ min { rank ( A ) , rank ( B ) }. 


证明设 A 的列向量组是 

ffi ,flf 2 ,… 

，a„ ，则 


lb n 


… b ' m 、 

= (ofi ，…， Cf«) 

办 21 

• 

_ 

• 

bzz 

_ 

• 

• 

… b lm 

% 

% 

• 


h n l 

b n2 

• h 

Unm 


= (b n ai +b 2 ia 2 H - \~b nl a n r-,b lm ai ^rb 2m az H - \~b nm a n ), 

上式表明， AB 的列向量组可以由 A 的列向量组线性表出，因此， AjB 的列秩小于等于 A 
的列秩。即 


rank(AB) ^ rank(A). 


利用这个结论又可以得到 

rank(AB) = rank[(AB)’] = rankCB^A^ 

《 rank(B r ) = rank(B). 

因此 rank(AB)^min{rank(A) ,rank(B)}. ■ 


定理 2 设 A = )„ x n )B = (bij )„ x n ，贝 ！ I 

\ AB \ = \ A\ \ B\. 

分 析：为 了出现 | A | | B | ，联想到第 2 章 2. 6 节的一个公式 


A 0 
C B 


A\ \ B 


其中 C 是任意一个 w Xn 矩阵。 为简单起见，取 C = — 7。为了出现 | AB | ， 类似于上述公 
式，应出现 


0 AB 
-I B 


于是采用下述证法。 
证明一方面，有 


另一方面，又有 


A . 
- I 


I =|A 





^11 

^12 

… ^ln 

0 

0 

… 0 



^21 

^22 

… CLZn 

0 

0 

… 0 



• 

參 

▲ 

_ 

• 

% 

攀 

_ 



w 

• 

• 

w 

華 

« 

« 

• 

A 

0 


^-nl 

a n2 

… CLnn 

0 

0 

… 0 

—I 

B 


—1 

0 

… o 

bn 

b\2 

… b Xn 



0 

■ 

遍 

—1 

• 

▲ 

… 0 

• % 

遍 ▲ 

办 21 

蠢 

翻 

占 22 

• 

ft 

… tf 2n 



■ 

鲁 

0 

攀 

• 

0 

拳 • 

攀 • 

… — 1 

禱 

bn\ 

Kz 

售 

h 

u rtn 
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0 

0 

… 0 

n 

<^\kbk\ 

n 

a ^k2 

k=l 

n 

_•• y^ a n^kn 





k-i 

i = 1 

① + Q). ail 
① + ©* a 12 

^21 

* 

<^Z2 

% 

… a tn 

% 

0 

• 

0 

參 

… 0 

« 

V v v »,■ • 警 ▼ 

① + @ • “1” 

• 

• 

• 

• 

• 

% 

• 

攀 

鲁 

• 

« 

« 



dnl 

… a nn 

0 

0 

… 0 


- 1 

0 

… 0 


办 12 

… b ln 


0 

争 

_ 

— 1 

_ 

A 

… 0 

» 参 

a _ 

bz\ 

m 

■ 

b Z2 

• 

_ 

… b 2n 

• 


■ 

參 

0 

■ 

• 

0 

w V 

• 参 

… 一 1 

_ 

b n \ 

■ 

« 

b n 2 

■ 

* ** h 

^nn 


0 

0 

… 0 

n 

<^ikbki 

rt 

n 

••• y^j^lkbkn 





k = \ 

k = \ 

k=\ 

② + Q)* a 2l 
② + ©)* a 22 

0 

0 

… 0 

n 

<^2k^k\ 

k^l 

n 

〉: ^2kbkZ 

k=l 

n 

k=l 

• ___ 

②十 @ . a 2 „ 

• 

• 

• 

_ 

鲁 

% 

• 

• 

• 

_ 

• 

_ 

m 

• 

拳 

» 

參 

參 


“nl 

<^nl 

… CL nn 

0 

0 

… 0 


- 1 

0 

… 0 

bu 

bu 

… b' n 


0 

_ 

- 1 

争 

… 0 

• « 

■ m 

bzi 

• 

■ 

b 22 

• 

■ 

… b 2n 

« 

• 

m m 9 

營 

鲁 

0 

争 # 

# 

• 

0 

參 

W ■ 

釀 礞 

• • • ■ 1 

• • « 

w 

參 

b n \ 

■拳離 

w 

• 

b n 2 

m % m • « » 

… b nn 

9 攀嬅 « • « 


0 

0 

… 0 

n 

^lk^ki 

n 

〉 j ^1^42 

n 

••- y^i^lkbkn 





k^i 

k^\ 

k = \ 

p 

n + ©• a n\ 

0 

0 

… 0 

n 

认 2 山 k\ 

n 

> : <^2k^k2 

n 

•_• y^i^lkbkn 

ti -J- - * a”2 

__秦 _#豢 

• 


• 

k^l 

• 

▲ 

k = l 

_ 

座 

k = l 

镳 

• 

« + © * 

_ 

• 

• 

• 

參 

• 

■ 

• 

n 

• 

鲁 

n 

« 

n 


0 

0 

… 0 

a ^k\ 

^ i ^-vk ^ kZ 

••• > ) kn 





k=i 

k = i 

k = \ 


— 1 

0 

… 0 

b u 

石 12 

… b ln 


0 

• 

m 

-1 

m 

• 

… 0 

_ • 

• 通 

厶 21 

• 

_ 

办 22 

# 

籲 

… b 2n 

# 


■ 

« 

0 

_ 

參 

0 

w W 

• • 

• • • - 1 

■ 

• 

Kl 

零 

華 

b n 2 

• 

… b nn 

0 AB 







—I B 







= |AB|(-1) 

(1 + 2+ … +rt) + [(n+l) + U+2) + … + 2«] — j | _ 

\ ABU - ir 2 

c - iy \ i \ = \AB • 

因此 

\ AB \ 

= |A| |B|. 




用数学归纳法，定理 2 可以推广到多个 

n 级矩阵相乘的 情形： 




4.3 矩阵乘积的秩与行列式 
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參 


I AiAr-A, \ = \ | | A 2 | ••• | A 5 | . 

设 A ， B 都是 n 级矩阵 ，一 般地， AB 关 BA 。 从定理2得 

|AB| = |A||B| = |B||A| = 1BA|_ 

即 |AB| = |BA| 。 由此可见， n 级矩阵的行列式是从矩阵乘法的非交换性中提取的可交 
换的量。 

定理3 ( Binet-Cauchy 公式）设 A =( a lj ) sXn ， B = ) rtXj 。 

(1) 如果5>77,那么 I AB | =0; 

(2) 如果 5<7 Z ， 那么 |AB| 等于 A 的所有 S 阶子式与 B 的相应 S 阶子式的乘积之 
和，即 


AB 


S A 






卩"卩 2 ，… 
1，2，… 


9 S 



证明 （1) 如果，那么 

rank(AB) ^ rank(A) ^ n <C s r 

于是 s 级矩阵 AB 不是满秩矩阵，从而 I AB I =0。 

(2) 用两种方法计算下述行 列式： 


A 0 

D = 

— IB 


一方面将 D 按前 s 行展开，得 


D 


， 2, 


蠡## 


s 


2 A i … 1 • 

<。2 <…〈巧 \ *^1 ，12， ， 


1) 


( 14 - 2 +***+ 5 ) + (^ +v n J r t * mJ rv ^) 


學 


(一心 丄 ， 


£ 


户 2 


， B ) 丨， 

^Tt—S 1 


其中 { ，" 2 ，… ^ n ~ s ) = { 1，2，…， 《} \ { %，幻 2 ，…， R } ，且 "1 <" 2 < … 5 。把 

I (―^，一 e , 2 ，…，一 £/ ^，5) 丨按前 rz — 5列展开，注意前 a — s 列只有一个 s 阶子 
式不为0,它是取第& 行得到的那个 n — s 阶子式，因此 

I (― e 叫， — s ^ ，…， ~ s ^ s ， B ) I 



1 ) (芦 1 +户 2 +山十片门)+[1+2+ — + (^~^)]召 


Vl … 

1， 2, … 



— ( — 1)『 S ( — 1) ( 户 1 + "2 如 +"^ 


汐 1 ， t；2 ,… ^V s 


， 2,…，5 


由于 


一 1) 


(1+2+ … +J)+( +X^n +■”+!/■ 


( — 1)" (— 1)("1+"2 +…(— 1) 


(rj — 5+1)( 


= (-1) 5 


2 — j («+ l ) 


f 


因此 


D 


2 

1^^ 0 2 


A 


，2, 


V 1 ,^ 2 


_ # « 


_ # 


S ) ( _ iy 2 ^- s ^ n B / v ^ V2 ^ ? 

v s ) (1 ， 2 ， 


畚參攀 


-Os 


s 


另一方面，类似于定理 2 的证明方法，首先分别把第5十1，5十2 ,…， s + n 行的 a u ， 
ai2 ，…，^„倍加到第1行上；接着分别把第 S + 1 ，s + 2 , … ，s + n 行的 a 21 ， a 22 ， … ， a 2n 倍加到 
第 2 行上；依次下去，最后把第5十1 ， s + 2,…，$十 w 行的 w ， a s 2 ， …， a sn 倍加到第 s 行 
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上，得 


D 


A 

0 


0 

AB 

-I 

B 


- I 

B 


j ( 1 ) (1+2+ … + s)+[(ti+l)+< t n+2) + … +(rH~s) ] j J 

(- 1)^( - l) tt I AB 


由于 


(—1 ) A 


2 


+rt — Kn +1) 


(- 1 ) 


57t—n 


- 1) 


s { 广 1 )+/2(/2—1)一2訊 


因此 


AB 


\vi yv 2 ,**• <, v s ) \ l , 2 , …， s 


■ 


Binet - Cauchy 公式有很多应用，用处之一是可以用来计算乘积矩阵的各阶子式。 
命题1 设 r <5 0 

(1) 如果 r > n ，那么 AB 的所有 r 阶子式都等于0; 

(2) 如果 r < n ， 那么 AB 的任一 r 阶子式为 


AB 


? 1 2 


，…，2 


1^2，…，幻 r 


_；1 ，力 ，…， Jr 

证明 AB 的任一 r 阶子式为 


叫 .〜产 u ， 奶，…，队 r ' 力咖 


AB 


，艺2，… ，无 


Jl ^ JZ ，••• ， J r 


AB ( z *! ； j } ) AB ( Z ! ；7 2 ) 
(z 2 ；ii) AH Ciz ;)2) 


錮黎鲁 


番 .« 


ABdi ； j r ) 

ABCi 2；Jr ) 


AB ( z r ; ii ) AB ( i r ； j 2 ) … AB ( i r ；j 

b 



* 2 

m m m 

a { 

r i 

a h A 

珍 

擎 

参 

〜 2 

# 

• 

• 

« » « 

a t 

l 2 

攀 

拳 

^ i r A 

O^i ,2 

r 

# # • 

di 

r 


n 




« » • 


b 




b 2j 


峰争孀 


2 


b 2 i 




_ •畢 


bn 、 


(1) 如果 r > n ， 那么上式右端的两个矩阵的乘积的行列式等于0,从而 AB 的 r 阶子 


式都等于0。 


(2) 如果，那么上式右端的两个矩阵（分别记作 Ai ，氏）的乘积的行列式等于 


A . B , 


，2, 


… r ^ / v l 兩 ,… ， v r 


= 2 尔（ ❸ 

<、<，”<'<" \ 9 * Vz ， "* ，"1)扩 I \1，2，“ •，厂 

^ A "1 “2 ，…， C \ ^ /奶，以2， …， 队 

- E A ) B 

1< W … o r <n Wl V ” …， V r I \ j } , j 2 , ••- *7 r 

于是命题 1 的第 （2) 部分得证。 

矩阵 A 的一个子式如果行指标与列指标相同，那么称它为 A 的一个主 子式。 A 的一 
个 r 阶主子式形如 



A 


山 ，… 


艺1，之2 ?… ，V 



矩阵乘积的秩与行列式 


• 171 • 


4.3.2 典型例题 

例 1 证明： rank(A + B)<rank(A) +rank(B) 0 

证明设 A、B 的列向量组分别为 

ai ， a 2 ， … ， a n ; pi ， pz ， … ， p n . 

则 A+B 的列向量组为 

ffl pi + pz ，…， + pn- 

设 cfq ，免 2 ，… ，a; 是向量组 《i，a 2 ，…，的一个极大线性无关组；设仏 ，ft 2 ，…是向量 
组 Pi ，•••，札的一个极大线性无关组。则 cti +Pi，a 2 ， … ，cr n 十札可以由向量组 h ， 
Ui 2 ，…， a ir ，p h ，p j2 ，…， ft, 线性表出。因此 

rank{ai + Pi ， a 2 ，•••，<*„ +P„} < rank{a (l ,a t2 ，…， a 、， A 、， ft 2 ，…， ft] ^r-\-t. 

于是 rank(A + B)^rank(A) + rank(B). ■ 

例 2 证明：若走古 0 ，则 rank(M ) =rank(A ) 。 

证明 rank(^A) = rank( (^1) A)^rank(A). 由于是 #0 ,因此 
rank(A) = rank ((是 — 1 J) (^A))^rank(^A). 从而 rank(A) = rank(M) 0 ■ 

例 3 设 A 是实数域上的 sXrz 矩阵，则 

rank(A’A) = rank(AA/) = rank(A). 

证法一如果能够证明 n 元齐次线性方程组 （A / A)X=0 与 AX = 0 同解，那么它们 

的解空间一致，从而由解空间的维数公式，得 

n — rank(A’A) = n — rank(A ) ， 

由此得出， rank(A 7 A) = rank(A ) 。 

现在来证明 (AVOA：=0 与 AX = 0 同解。设的任意一个解，则 Ar ; = 0。 从 
而 ( A ' Ah ^ O , 因此 7 是(义4)叉=0的一个解。反之，设5是的任意一个解，则 

(A f A)S = 0 . 

上式两边左乘 义 ，得 

8 f A f A8 = 0 , 

即 (ASYAS = 0. (1) 

设 （A5)’==(<：!，c 2 ，… ，(: s ) ， 

由于 A 是实数域上的矩阵，因此 n，c 2 ，…^都是实数。由 （1) 式得 

c \ + cl ~\ -十 d = 0. 

由此推出， = C 2 =… = c , =0。从而即5是的一■个解。因此 （ A^4)X = 0 
与 AX = 0 同解。于是 

rank(A^A) = rank(A). 

由这个结论立即得出 

rank(AA’） = rank[(A’)’(A’)] = rank(A’） = rank(A). ■ 

证法二设 rank(A)=r ，则 r<min{s，n} 。据命题1 ，AY 的任一 r 级主子式为 
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h ，“，… 

U Az ，… 





<4< … 


A ，4 ，…， t \ 7 /^1 ，。2，… 

幻 1 ，幻 2 ，…， tv/ \ii ^ i 2 f *" 



S 


A 


llftZf "* , t r 


巧， *^2 » •" 5 耵, 


由于 A 有一个 r 阶子式不为0,因此 A" 有一个 r 阶主子式不为0。从而 rankCAAlSr。 
又由于 rank(AA’Xrank(A) =r， 

因此 rank(AA’）=r=rank(A). 


从而 rank ( A ^ A ) = rank [( A / ) ( A / ) / ] = rank ( A / ) = rank ( A ). ■ 

例 4 一 个矩阵称为行（列）满秩矩阵，如果它的行（列）向量组是线性无关的。 证明: 
如果一个 sXn 矩阵 A 的秩为 r， 那么存在 sXr 的列满秩矩阵 B 和 r X rz 行满秩矩阵 C ，使 


得 A = BC。 

证明设 A 的行向量组的一个极大线性无关组为 


则 





^ii -\-k l2 Yi 2 + •" + k Xr y ir > 


々 11 々 12 … k \ r 、 


%、 

A = 

k 2l y h + k 22 y iz H - 1- k Zr y ir 


k 2 l k 22 一 k 2r 

攀警 畢 


• 


_ 奉 _ 搴攀章 

ksl Yu + k s2 Yi 9 H - +ksrYi , 


• « • 

^sl ^$2 ••• ^sr 

V > 


拿 

• 

yi , 


分别记等号右端的第一、二个矩阵为 B、C。 则八= 30。显然 C 是 rXn 行满秩矩阵。 
由于 


rank(A) = rank(BC) ^ rank(B) ， 

因此 rank(B) 彡 r。 又由于 B 只有 r 列，因此 rank(B) =r。 于是 B 为 s X r 列满秩矩阵。 

■ 

例 5 证明： 如果数域 K 上的; z 级矩阵 A 满足 

AA / = 1， | A | =— 1， 

那么 | J+A|=0. 

证明 | I + A \ = | AA'+AII = I A(A X + I) I 

= |A| lA' + JI =( —1) I (A + J)'| = ( —1)|A+J| ， 

由此得出， I J+A|=0. ■ 

例 6 设 


s* = xf + d + … 十 x : ， 々 = 0 ， 1 ， 2 …， 

设 A =( 〜)，其中 


证明: 


a i} = s i+j -2 » ijj = 1 ， 2 ，…， n. 


1 A I = U (x t - — x 7 ) 2 . 

分析要证明的等式的右端使人联想起范德蒙行列式，于是采用下述证法。 
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~ XX ^ • JJ (xi — ^ ) 

= TT ( 工 ! 一 a) 2 . ■ 

例 7 设 A 是复数域上”级循环矩阵，它的第一行为 （ ai ， a 2 ，…， a „) ，求 I A | 。 

解法 一 令，设 


/(x) = ai 十 a 2 j ： + a 3 :i : 2 H - 十 


任给6{0，1，… 


A 


n — 

1}， 



ai 

a 2 

a 3 

… CL n 

a n 

«i 

a 2 

… 


« 


a 2 a z a A … a \ 


① + ② • w 

①十 ③ • ⑷ 2 


① + @ • ( te / 


十 a 2 w 1 十 a 3 (vu 1 ) 2 + .. •十 ^ (u /)^ 1 a 2 … a n 

a„ + aixv 1 + a 2 (u /) 2 + …+ a^i (xv^^ai … a rt - x 

::: : : 

* * * • • 

a 2 十 tt/ 十 (u/ ) 2 + …十 a! (u/)d a 3 … a\ 


/(ti/) a 2 … a n 


1 a 2 … a n 

vu'fdxv 1 ) ai … a^-i 


a x ••• a^x 

• « • 

• • • 

• • « 

= fCxv 1 ) 

• • • 

• • • 

vu iin ^^ f{vu l ) a 3 a x 


■ ■ ■ 

a 3 … a! 


因此 |A| 有因子 /(■«/)，i = 0，l ，…， w — l 。由于|八|中〜的幂指数至多是 w ， 且 < 的系数 
为1，因此 


訂 1 

A | = XX /W), 



_ 
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f(vu 2 ) … f(rv ) 

zv 2 f{w 2 } … fivu 7 ^ 1 ) 


f ⑴ 


w 


71-1 /(it;) /XW) … vu 


( n — l )( n —1) 1 


/( 加 〗 


/( l )/( W )/( Zt » 2 ) … /( TX / 1-1 ) 


1 


zv 


XV 


2 


XV 


xv 7 ^ 1 - w u ^ } … 


a ( 


i )( 广 l ) 


7t-l 


JJ/CxwO I B 


t=0 


又由于 |AB 丨 = | AMB | ，且 1 BI 关0,因此 


n 


A I = Jlfivu ) 


0 


例 8 在数域 K 中，设 


n 


U J 


y ^ jCjUj ， 1 ^ > < 2 n 


令 


A 


f U \ 

U 2 

… u n 

u 2 

華 

« 

M 3 

# 

… U M 

攀 

參 

鲁 

U n 

m 

^ n +1 

* 

… U 2 『 


证明： 对任意 pe ，线性方程组 A ¥ = p 有唯一解的充分必要条件是 〜， a 2 ，•••，“„两两 

不等，且 A ，…全不为0。 


解法二令 


VU 


e ^ 1 ，设 /( x ) =ai + a 2 x + a 3 x 2 + *** + a „ x ”— 1 ，令 


B 


1 


w 

XV 2 


XV 


2 


XV 


4 


XV 


^ - X 

vu 

2 Cn - l ) 


u/ 1 一 1 ZV Zirr ^ l) ••• ^<^-1)^1) 


则 


AB 


f a x 

a t 


… a n 

a n 

聲 

• 

a x 

m 

m 

a 2 

m 

m 

… dr^i 

争 

• 

_ 

a 2 

_ 

m 

CZ4 

• 

… a\ 


vu 


XV 


2 


ZV XV 


2 ( n — 1) 


VU 


• VO 


in — 1) (n1) 
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证明 



Ui u 2 

• ♦珍 

U n 

A = 

U 2 U 3 

« • 

曝 » 

• • • 

w 

# 


攀 • 

仪 n ^ ji+1 

攀拳 # 

■ 

^2n^l 



r Cx 

C 2 

m m m 

— 


C\(Xi 

m 

血 

C 2 U 2 

m 

m m m 



■ 

暑 

C\aT l 

V 

# 

• 

CiaY 1 

孀參参 



Cl 

Ct 

• • « 


71 


71 


n 




CiUi 


y^jCja 


y ^ jCja "! 


1 


71 


n 


n 




a 


X ) c i a ^ 1 


n 


n 


n 


y^jCjai y^jCja 7 ^ 1 




Cidi 


2n-l 


i = l 


1 


c 


n 


Cn 戊 n 


C n CL n 


1 


「<Zi a \ 

a 2 a\ 


* _ » 


aj 


a \ 


c 


n 


C\ cii c% d% 


c n a n 


CiaT 1 c 2 ar x 


Cl C 2 •" c n ai a 2 •** a 


n 


c n aT x 


1 


參 


a n a n 

ai a\ 
a 2 a\ 


a 


n 

n 


« _ # 


• • • 


a \ 


al 


^ n 


a 


n 

n 


<^\ Clz 


a 


n 


ar 1 


… a 


n 




ai 


<^2 


a 


n 


• a 


n 


n 


H Ct . a U a 


a ,) 2 . 


于是线性方程组 


P 有唯一解的充分必要条 件是： ai ，〜，_••，〜两两不等，且 Cl ， c 2 


•• ，〜 ， a 2 ，…，全不为0 


o 



例9证明 Cauchy 恒等 式：当 n ^2 时，有 


n 


n 


n 


n 


(cijbk — aJbj^iCjdk — c k dj) t 

—1 i=l i=l i = l 


证明 


左端 


n 


n 


l 江 iC i 〕 Q，id 


t = 1 


n 


n 






i = l 

cij a k 
bi b k 


^1 <22 
b \ bz 


a 


n 


m * 


b n 


Ci d x 

cz d 2 


C n d 


n 




c k d k 


/j io , jb k — Ukbj^icjdk — c k dj )= 右端 

Kj<kKn 



例 10 证明 Cauchy - Bunyakovsky 不 等式： 对任意实数 〜 ， a 2 ，…，， 匕 ， 6 2 


b n ，有 
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+ m + - 十纪） +a n b n Y ， 

等号成立当且仅当 （ A ， a 2 , …， a „) 与（匕，6 2 ，…，6„)线性相关。 

证明由例9的 Canchy 恒等式，得 


等号成立当且仅当 
即 


(客 a 。(名 w )- 

= 2 ( a jbk — a k bj) 2 ^ 0. 


ajb k — a k bj = 0, 1 ^ j <C k ^ n. 


rank 




0,2 

• •• n 'l 

、 

< 

b, 

V 

b z 

* ** h 

j 

j 


<1 


也就是 （〜，〜 ，…， aj 与 （&，& ，…，线性相关。 ■ 

例 11 设 A 、 B 都是 W 级矩阵，证 明： AB 与 BA 的 r 阶的所有主子式之和相等，其中 

l ^ r^rio 


证明当时， 


AB 


BA 


h … ， i r 


1\，又2， 


VuV 2 y "* fVr 


幻 1 ，以2，… 



A 


t \ ^2 ，… 


l^x ;】 \ 9 *^2 ，“ •，幻 r 


Vi jV 2 ，… ，队 

別，. . I ， 

t \ ，… 


i < W … 




Zi ， Z 2 ， •• •，无 


fV 2 ，••• ^v r 


于是 





1^^ < t ’ 2 


? Z2 ? 

論 « 

^1 ， iz ， 



= Aj 

lqc … <: r 6 

= S 


〈 … <iv r <n 

E B 


t \ ^tz ,•••，：「 
^ 1 ， v 2 ，•• •，叫 


Vi 9 V 2 ^ •"，tv 
ii ， i 2 ，… ， i r 



Vi jV 2 ，•• •，队 \ 

i\ ， … ， i r } 
"’1 ，“，… “ r 
\^1 ，幻 2 ， ••• y^r 



2 BA 

1< 幻】 0. ， 0 r <« 


巧 ,v z ，•” 9 V r 
幻 1 ，幻 2 ，•” fV r 



点评： 由例 11 看出： r ■阶主子式之和是从 n 级矩阵乘法的非交换性中提取的可交换 
的量。 


例 12 用 Binet-Cauchy 公式计算下述 w 阶行列式: 


CLi — bi 

a\ — b 2 

… a\ — b 

CLl ~~ b\ 

a 2 一 bi 

m 

• 

… a 2 — b 

m 

镰 

# 

a n — bi 

% 

a n — b 2 

• 

… a n - b 


解 


4.3 矩阵乘积的秩与行列式 
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原式= 



当 n >2 时，上式右端的乘积矩阵的行列式的值等于0。 
当 w = 2时， 


原式= 



Ca 2 — ai) ib 2 — bi) 9 



dl 

-1 


1 

1 


a 2 

- 1 

• 

b. 

心 2 


当 72 = 1 时，原式_ b \. 

例13 设 A 是一个7? Xm 矩阵， 7 w > n — 1。求 AA ' WdJ ) 元的代数余子式。 

解 AA ' Sn 级矩阵，4八/的（1，1)元的余子式是 AA ' 的一个 n — 1阶子式。由于 
n — l < m ， 因此 




/ /2,3, 
2,3, 


攀擊 


，n 


2, 3, 


…, n 






A 


2, 3, 


攀拳鲁 


n 


f (Vi fV 2 ，…， q 

2 ， 3 ， ,n 

2 


^1 兩 ，…， ll 

又由于 （_1) 1+1 =1， 因此 AA / &(1，1) 元的代数余子式等于 A 的第一行元素的余子式的 


平方和。 

例14 设 A 是一个 nXm 矩阵， m > rz — l ， 并且 A 的每一列元素的和都为0。 证明: 
AA ' 的所有元素的代数余子式都相等。 

证明 AA ' 的 G ， j ) 元的代数余子式为 


(— l) i+J AA f 


1，… ，i — 1，£ + 1，… 

1 ，…， j — 1 ， j + 1 ， … 



、丄 , /I ，…， i — 1，/+ 1 ， 

(—iv 七 2 A 

\巩，幻 2，_••，幻『1 

/ m A /1，."“一 1，2 + 1， 

(-1 ) I+J 2 A \ 

\^1 yV 2 ，••• 




A 


… ，n 


A 


r (Vi f v 2 ，…， 

1 ，…， J _ 1+ 1 ，…， w 
1 ，… — 1 ，） + 1 ，…， w 


幻 1 ，幻 2 , ••• y ^ n -1 


计算 


A 


1 ，…， f — 1 ， z* 十 1 ， 


v 1 jV 2 j "* jV , 




a 、 

• 

• 

“lv 2 

黎 

• 

霉■畢 

攀 

m 

• 

^i—1 * 

^i—l 

• • _ 

冊 

n~ 丄 

^l+l * v-^ 

拳 

• 

^i+1 

_ 

争# 参 

仏 +l.T^ 

• 

• 

• 

drw. 

m 

^mf 0 

• • • 

_ 

^rw — 1 
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3. 设 A 是数域 K 上的 n 级矩阵，证 明： 如果 n 是奇数，且 A 满足 


A | = 1, 


那么 | A 


4. 证明： 对于实数域上的任一 sXn 矩阵 A， 都有 

rank(AA y A) = rank(A). 


5. 设 A 是复数域上的矩阵，如果 A'=A， 那么称 A 为 Hermite 矩阵。 证明： 对于任 
意复矩阵 B (即复数域上的矩阵），都有 BS'FB 是 Hermite 矩阵。 

6. 证明： 对于任意复矩阵 A， 有 

rank(AA r ) = rank(A 7 A) = rank(A). 

7. 举例 说明： 对于复矩阵 A，rank(A^4)#rank(A) 0 

8. 设 A 是实数域上的 sXn 矩阵， 证明： AA' 的所有主子式的值都是非负实数。 

9. 证明拉格朗日 （Lagrange ) 恒 等式： 当时，有 


n 


n 


n 


() (2 匕 2 ) — ( 2“九 ) = 2 (“九— <2 也) 

i=l i = l ’ 

10 .用 Binet-Cauchy 公式计算下述 w 阶行列式： 


2 


1 十工 i：Vi 

l+JO^Z 

…1 + 

1 十工 2 ;yi 

餐 

% 

1 + 工 2>2 

• 

% 

… l+x 2 y n 

• 

鲁 

m 

1 +^1 

% 

1 + x n y z 

# 

…1 +x n y n 


11. 计算下述 72+1 级矩阵 A 的行 列式： 

r ( a Q + 6 0 ) n (a 0 + ) n 

. iai 十 6 0 ) n (ai + b\ 


(<2 0 + b n ) n 
(A 十 b n ) n 


ia n + 6 0 ) n (a n + b\ ) n 


12. 计算下述 n 级矩阵 A 的行 列式: 

rcosC^i — <pi ) cos 


cos (汉 


(p\ ) COS (ft — (p2 ) 

<p\ ) COS(^ 2 _ 史 2) 


idn + b n Y 


cos (汐 1 — < p n ) 
COS (没 2 — <pn) 


|^cos(^ M — (p\ ) cos(d n — <pz ) ••• cos (氏 一 <p n ) 

13. 设实数域上的 《 级矩阵 A = (B，C)， 其中 B 是 W Xm 矩阵， 证明： 

I A I 2 <| B f B I I C 7 C I. 

14. 设 A、B 分别是数域 K 上 sX«、《Xm 矩阵， 证明： rank(AB) = ran k(B) 当且仅当 
齐次线性方程组 (AJB)X=0 的每一个解都是 BX = 0 的一个解。 

15. 设 A、JB 分别是数域 JC 上 s X w，wXm 矩阵。 证明： 如果 rank(AB) = rank(JB) ， 

那么，对于数域 K 上任意 mXr 矩阵 C， 都有 

rank(ABC) = rank(BC). 

16. 设 A 是数域 1 C 上的 n 级矩阵，证 明： 如果存在正整数 m， 使得 rank(A m ) = 
rank(A m+1 ) ，那么对一切正整数 々，有 
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rank(A m ) = rank(A^) , 

17. 求数域 K 上其平方等于零矩阵的所有2级矩阵。 

18. 设 A 是数域 K 上一个矩阵，且 A 乒0。 证明： rank(A) = l 当且仅当 A 能表 
示成一个 S 维列向量与一个72维行向量的乘积。 

4.4 可逆矩阵 


4.4.1 内容精华 


如何解矩阵方程 AX = C ? 类比一元一次方程的解法，很自然地引出可逆矩阵的 
概念： 

定义1 对于数域 K 上的矩阵 A ，如果存在数域 K 上的矩阵 B ， 使得 

AB = BA = I , (1) 

那么称 A 是可 逆矩阵 （或非 奇异矩阵）。 

从 （1) 式看岀， A 与 B 可交换，因此可逆矩阵一定是方阵。适合 （1) 式的矩阵 B 也是 
方阵。 

如果 A 是可逆矩阵，那么适合 （1) 式的矩阵 B 是唯一的。理由 如下： 

设氏 也适合 （1) 式，则 B = BI = BAB 1 = IB 1 = B lo 

定义 2 如果 A 是可逆矩阵，那么适合 （1) 式的矩阵 B 称为 A 的 逆矩阵 ，记作 A - 1 。 
如果 A 是可逆矩阵，那么 

AA ' 1 = A _1 A = 7. (2) 

从而 / T 1 也是可逆矩阵，并且 

( A -1 ) -1 = A . (3) 

从 （2) 式容易看岀， / Z 级矩阵 A 可逆的必要条件是 

I A | ^ 0. 

这是不是充分条件？回答是肯定的，为此需要找一个矩阵 B 满足 （1) 式。设 A =(%)， 根 
据本书 2.4 节的 （7) 式，得 


^11 

^12 

… a ln 、 


"An 

A 2 i 

… A nl 、 

<^21 

■ 

_ 

^22 

拳 

• 

… a Zn 

泰 

鲁 


Al2 

離 

■ 

A 2 2 

• 

• 

… A rt2 

• 

V. 

攀 

• 

… a nn 

J 


攀 

A ln 

N. 

■ 

• 

^2n 

_ 

• 

• •• A 

2 ^nn 

J 

r 

A 

0 

• < 

to • 

0 , 



0 A … 0 

= . . . =\ A \ I . (4) 

• • • 

_ 參 畢 

0 0 … | A | 」 

令 




4.4 

可逆矩阵 



rAn 

a 21 … 

a „ l 、 

A* 

Ai2 

• 

攀 

_ 

a 22 … 

• 

• 

• 

• 

• 

• 


^\n 

A 2n … 

■ 

^nn 


称 A# 为 A 的伴随矩阵。 
(4) 式可写成 
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AA* =丨 A 丨 /• (5) 

类似地，利用 2. 4节的 （8) 式可得出 

A* A = | A | 7. (6) 

定理1 数域 K 上 n 级矩阵 A 可逆的充分必要条件是 1A| 弇0。当 A 可逆时， 


A " 1 = - pX | A ** ⑺ 

证明 必要性。设 A 可逆，则 AAH=J。 从而 |A| |A1=1。 由此得出， |A| 參0。 
充分性。设 |A| 关0,则由（5)、（6)式得 



A | 


A ) 


A 


* 




因此 A 可逆，并且 Ad=djA。 


设 


A 


a b 
c d 


则 A 可逆当且仅当 | A|=ad —& 弇0。当 A 可逆时， 


A 


一 1 


ad — be 


d —— b 


c a 


d 


b 


ad —— be 


c 


ad —— be 


a 


ad —— be ad —— be 


由定理 1 还可以推导出 n 级矩阵 A 可逆的其他一些充分必要条件 
数域 K 上 n 级矩阵 A 可逆 


<=> A 为满秩矩阵 
<=> A 的行(列）向量组线性无关 
<=> A 的行(列）向量组为的一个基 
<=^ A 的行（列）空间等于 K n 。 

命题 1设 A 与 B 都是数域 K 上的 n 级矩阵，如果 

AB = It 




那么 A 与 B 都是可逆矩阵，并且 A ^ 1 二 A 。 

证明 因为 AB = I ， 所以 | AB | = | I |。 从而丨 A || B |=1。 因此 | A 丨关 0，| B | 尹0。于 
是4,5都可逆。 

在 AE = J 的两边左乘 A - 1 ，得 


A^AB = A- 1 !. 
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由此得出， JB = A— \ 从而 1= A。 ■ 

命题1既给出了判断一个方阵是否可逆的一种方法，同时又可以立即写出可逆矩阵 
的逆矩阵。例如，由于 

PO',z(-^))PO',z(^)) = I； 

P(i ， j 、 P(i ， j) = I ， 

P(£( + ))P(f( C )) = 1 ， c^O. 

因此初等矩阵都可逆，并且 

— P(j , i( — k )) , 

= Pii ， j )， 

P(Kc) ) _ 】 =P (i. (+) ) ， c # 0. 

这些表明初等矩阵的逆矩阵是与它同型的初等矩阵。 

容易证明，可逆矩阵有如下一些 性质： 

性质1单位矩阵 I 可逆，且广 isj 。 

性质2 如果 A 可逆，那么也可逆，且 (A- 

性质3如果 rz 级矩阵 A、B 都可逆，那么 AS 也可逆，并且一 1 。 

证明因为 A，B 都可逆，所以有 AHj— 1 。 由于 

(ABKB^A^ 1 ) - A ⑽ -OA- 1 = AM- 1 = 

因此 AB 可逆，并且 (AB)- 、 ■ 

性质 3 可以推 广为： 如果72级矩阵 

j-A ， 2 ， •• • ， 

都可逆，那么也可逆，并且有 

( AiAr ^ Asr 1 

= AXAr 1 . 

性质4如果 A 可逆，那么，也可逆，并且 

(A’)- 1 = (A -1 )'. 

证明义'（八- 1 ) / =(八- 1 八/ = 1 / = 7，因此1可逆，且(义 / )— 1 =(八- 1 )，。 ■ 

性质5可逆矩阵经过初等行变换化成的简化行阶梯形矩阵一定是单位矩阵。 

证明设 n 级可逆矩阵 A 经过初等行变换化成的简化行阶梯形矩阵是 J。 则 J 的非 
零行个数等于 rank(A)=n。 于是 J 有 n 个主元。由于它们位于不同的列，因此它们分别 
位于第1，2,…， w 列，即 

1 0 … 0 

0 1 … 0 

• • ♦ 

• 麝 攀 

» _ 肇 

0 0 … 1 

性质6矩阵 A 可逆的充分必要条件是它可以表示成一些初等矩阵的乘积。 

证明必要性。设 A 可逆，则由性质5得，存在初等矩阵 h，P 2 ，…， P,， 使得 
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尸 2 PiA = J. 

由命题1得 

A =(尺…朽朽广 1 = Pr ip 产… Pr 、 

由于初等矩阵的逆矩阵仍是初等矩阵，因此必要性得证。 

充分性。设 A 可以表示成一些初等矩阵的乘积，由于初等矩阵都可逆，因此它们的 
乘积 A 也可逆。 ■ 

性质 7用一个可逆矩阵左（右）乘一个矩阵 A ， 不改变 A 的秩。 

证明 设 P 为可逆矩阵。据性质6,存在初等矩阵广， P 2 ，…，使得 
… P m0 从而 


PA = P x P z *-- P m A . 

即 PA 相当于对 A 作一系列的初等行变换。由于初等行变换不改变矩阵的秩，因此 

rank ( PA ) = rank ( A ). 


设 Q 是可逆矩阵。则 Q ' 也是可逆矩阵。据刚才所证明的结论，得 

rank ( AQ ) = rankCCAQ ) 7 ) = rank ( Q r A 7 ) == rank ( A r ) — rank ( A ). 
设 A 是 n 级可逆矩阵，则存在初等矩阵 h ， P 2 ，…， P , ，使得 


据命题1得 

比较 （8) 式和 （9) 式得出， 


Pr - P 2 PiI = A " 1 . 

A 初等行变换 T 
A - ► T * 


上述初等行变换 

- ►A 



( 8 ) 


(9) 


于是 


( A ， J ) 


初等行变换 

- ► 


(hA— 1 ). 


( 10 ) 


这给出了求可逆矩阵 A 的逆矩阵的又一种方法，称它为 初等变换法。 

设矩阵 A 可逆，解矩阵方程 AX = B 时，可在两边左乘 A — 1 ，得 A — 1 AX = A ^ B 。 由 
此得出 ， X = A — W 。 

设矩阵 A 可逆，解矩阵方程 XA = C 时，可在两边右乘 A ' 1 ，得 XAA -^ CA " 1 , 由此 
得出， 

在 4. 5节将给出求可逆矩阵的逆矩阵的其他方法，以及解矩阵方程的其他方法。 


4.4.2 典型例题 


例1 证明： 如果矩阵 A 可逆，那么也 可逆； 并且求 ( A *) 一\ 
证明 因为 AA * =| A 1 J ， 所以如果 A 可逆，那么有 

(rir A ) A， =r - 

从而可逆，并且 




184 


_ 


第 4 章矩阵的运算 


(A ^ rl = m A - ■ 

例 2 证明 ：如果 A 是幂零矩阵，它的幂零指数为 Z ， 那么 J — A 可逆； 并且 
求 （ I — A )— \ 


证明 由于 A ; = 0, 因此 

(I-A)(J + A+A 2 + … +A 卜 ” = I~A l = I. 
从而 I 一 A 可逆，并且 

(/-A)" 1 = I + A + A 2 H - hA^ 1 . 

例 3 证明： 如果数域尺上^级矩阵 A 满足 

b m A m + A m_1 + …+ 匕 A + 6 0 J = 0 ， 

其中 仏 6 K，f = 0， l ， …， m ， 且6。 关 0,那么 A 可逆； 并且求 A - 1 。 

证明 由已知条件得 


从而 A 可逆，并且 



A 



b 


m 


b 0 


A 


bjn-l 

X " 


A m ~ z 


bi _ 

b 0 



例 4 证明： 可逆的对称矩阵的逆矩阵仍是对称矩阵。 

证明 设〃级矩阵 A 是可逆的对称矩阵，则 

(A -1 )' = (A’）— 1 = A -1 . 


因此 A + 1 是对称矩阵。 

例 5证明 ：数域 iC 上可逆的上三角矩阵的逆矩阵仍是上三角矩阵 
证明 设 A =(%) 是数域 K 上 n 级可逆上三角矩阵，则 

a H 7^ 0 , i = 1 ， 2 ， … ， n. 





于是通过第/行乘以…， n )， 以及第 i 行的适当倍数分别加到第 i — 1，/ 一 2, 
…，1行上（〗=«，〃一1，…，2)，可以把 A 化成简化行阶梯形矩阵 J 。 因此存在相应的初等 
矩阵巧，^ ，…， ，使得 


从而 


A— 


由于 p , 形如尸 a •(‘ o )/ (以 a ))， z < o ’， 因此 PhA ，…，都是上三角矩阵，从而它们 
的乘积 A — 1 也是上三角矩阵。 ■ 

例6 求 A —， 设 


( 1 ) 





，2 

A = 5 



7^ 
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r 22 - 6 —43 17) 

—17 5 33 — 13 

A 一 1 = 

—1 0 3 — 1 * 

4 一 1 — 8 3 

^ j 

点评： 在求逆矩阵的题目中，求出了 A ^ 1 后，应当把 A 与所求得的 A ' 1 相乘，看它们 
的乘积是否等于 J 。 这步验算工作可以避免计算错误。 

例7求下述《级矩阵 A 的逆矩阵 U >2): 


4.4 可逆矩阵 
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,0 1 1 …1 、 

1 0 1 …1 

A = 1 1 0 1 . 

* • • • 

• » » » 

• • • » 

111 — 0 

、 J 

解用 J 表示元素全为 1 的 n 级矩阵，则 A-J-U 

于是当且仅当下式 成立： 

1= (J-D(aI+bJ) = aj +bJJ -al-bj 
— Ca - b、] — al + = (a — b) J — al + bnj 

=(a — b + bn)J — al. 


解得， 


a 


-1， 


b 



n-Y 


因此 


例 8 



yn 一 1 n 一 1 n 一 1 

求下述 n 级矩阵 A 的逆矩阵（〃 >2) : 




n — 1 



2 — n 
n 一 1 


r 2 — 1 0 … 0 0 、 

—1 2 — 1 … 0 0 

A = ; : ; : : . 

0 0 0 2 — 1 

0 0 0 — 1 2 

解 观察矩阵 A 的特点： A 的第1列与第 n 列的元素之和都为1，其余列的元素之 
和为0。因此可以把 A 的第2, 3,…，/2行都加到第1行上，使得第1行变成 
(1，0，"*，0，1)。为了探索 A - 1 等于什么，对 / Z 二4的情形求 A - 1 : 




< 1 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

1, 


a 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

1 〕 



-1 

2 

— 1 

0 

0 

1 

0 

0 


0 

2 

—1 

1 

1 

2 

1 

1 

(A,D- 

- ► 

0 

— 1 

2 

-1 

0 

0 

1 

0 

- ► 

0 

-1 

2 

— 1 

0 

0 

1 

0 



0 

V 

0 

— 1 

2 

0 

0 

0 

1 , 


0 

0 

-1 

2 

0 

0 

0 

1 

J 



,1 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

1 > 


,1 

0 

0 

1 

1 

1 

1 



0 

1 

0 

2 

1 

2 

2 

2 


0 

1 

0 

2 

1 

2 

2 

2 


0 

-1 

2 

—1 

0 

0 

1 

0 

- ► 

0 

0 

2 

1 

1 

2 

3 

2 


0 

V 

0 

— 1 

2 

0 

0 

0 

1 

〆 


0 

\ 

0 

—1 

2 

0 

0 

0 

1 

/ 
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「1 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

1 , 


「1 

0 

0 

1 

1 

1 

1 



0 

1 

0 

2 

1 

2 

2 

2 


0 

1 

0 

2 

1 

2 

2 

2 

> 

0 

0 

1 

3 

1 

2 

3 

3 

- ► 

0 

0 

1 

3 

1 

2 

3 

3 


0 

0 

— 1 

2 

0 

0 

0 

1 

J 


0 

0 

0 

5 

1 

2 

3 

4 

/ 



0 0 ° 1 


0 1 


0 0 

0 0 

因此当？ 7 = 4 ： 时， 



3_ ^ Xl 

5 ^ y y 


6 4 2 

y y "5 


4 6 3 

S' "5" ~5 


^ _3_ ^ 

5~ T ^ 


A " 1 



1 • 2 1 • 1〕 

2 • 2 2.1 
3.2 3.1 

3 • 1 4 - 1 


由于 A 是对称矩阵，因此 A - 1 也是对称矩阵。从上述 n = 4 的情形，猜想 A — 的主对 
角线及其上方的元素有如下规律；分母都是 n + l ，（ D ) 元的分子是 K/z — _7 + 1)，其中 


0 即 猜想: 


A— 1 


72+1 


_ 


n 


1 • (tz- 1) 1 • (n-2) 


1 m (n 一 1) 2 • (n — 1) 2 • (n — 2) 

1 • (7? — 2) 2 • (7z — 2) 3*(/2 — 2) 




* _拳 


«拳 ■ 


2 


参 


_ 


3 • 3 


_ 


_ 


_ 


2 


3 








_ 








_ 




* • • 


9 9 9 


in — 2) • 2 (72 — 1) • 2 (?7 — 1) • 1 


in 一 2) • 1 (n 一 1) 




n 


_ 


现在证明上述猜 想：把 上式右端的矩阵记作 S ， 任取〗6{1，2,...，〃}，当_；>纟时，有 
AB(i ；>) = A ( z；z — l ) B(z — 1 

= 二 1^[(— 工） （ 卜 l)( w —) + l)+ 2 “ w —J + 1 ) 十 （—DG + Dh—J + l)] 


= 打上 1 (n — 7 + 1)( — z +1 + 2 z — i — 1)=0 ， 

AB(.i ； i) =A(z ； i—l)B(f—1 ;0 十 4<^;2')5(“0 十八（ 0/ 十 1)3(/ 十 1;/) 

~ — 1) (z — 1) ( n~z + l ) + 2 z(n —z + 1) + (— l ) z*(/z — G + l ) + l )] 

—[(” — 2 + 1)( — i + 1 + 20 — i{n — z)] = 1. 

当 k 〈 i 时，由于 B 为对称矩阵，因此类似可计算得 

AB Ci ； k ) =0. 

从而 AB = I 。 因此上述关于 A _ ] 的猜想正确。 


4.4 可逆矩阵 
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点评： 例8求 A ' 1 的过程生动地体现了数学的思维方式的全 过程： 观察一抽象一探 
索一猜测一论证。由此体会到数学的思维方式使人变得聪明，知道如何去探索未知事物 
的 规律； 又体会到数学的思维方式使人变得严谨，知道任何猜测都必须经过论证才能分 
清它是真是假。按照数学的思维方式去学习数学，既能学好数学，又能提高素质。 

例9求下述 n 级矩阵 A 的逆矩阵。 


解令 



r 0 
0 


0 

0 


据本章 4. 1节的例9的结论，得 


b b 2 ••- ^ 

1 b b^ 2 


0 0 b 

0 0 ". 1 


1 0 … CM 

0 1 … 0 


0 0 — 1 

0 0 … 0 


A = I + bH +b 2 H 2 -{ - h^ 1 H n ^ 

H n — 0. 


于是 

从而 


A(I~bH) = J~b n H n = L 


,1 — b 0 0 0 、 

o i — b '** o o 

A~ l = I-bH = \ : : : ;. 

0 0 0 — 1 ~b 

0 0 0 … 0 1 

点 评：例 9 的上述解法由于搞清楚了矩阵 A 的结构，并且利用了本章 4. 1节例9的 
结论，以及本节的命题1，因此求 A — 变得很容易。这比用初等变换法求 A — 简单。 

例 10 设 A 、 J 3 分别是数域 K 上 nXm 、 mXn 矩阵。 证明： 如果 — 可逆，那 
么 I m — BA 也可逆；并且求 — SA ) 一、 

证明 根据本节命题1，设法找 m 级矩阵 X ，使得 


由上式，得 

即 

令 

代入上式，得 


a m -BA)U m +X) - I m . 

-BA+X- BAX - 0 , 
X-BAX = BA. 

X = 其中 Y 是待定的72级矩阵. 




帶 


190 




第 4 章矩阵的运算 


BYA - BABYA = BA , 

即 B ( Y - ABY ) A - J 3 A . 

如果能找到 Y 使得 Y — ABY = U |5 么上式成立。由于 y — 等价于 （ J „— AB)Y 
，而已知条件中尺 一 可逆，因此 AB )- 、由此受到启发，有 

( I m — BA )[ I m + BCL - AB^AJ 
= + B ( J „ - AB )~ 1 A-BA - BAB ( I n ~ AB)~ l A 
=L — BA + B[<X — AB )— 1 - AB ( I n ~ ABy l ^A 
= I m - BA + Bl ( I n - AB ) ( I n - AB)~ l ^A 
=— BA 十 BI n A 

= Im * 

因此 BA 可逆，并且 

(I m -BAr l = I m + B{I n ~ABy l A. 

点评： 利用本节命题 1 可以既证明一个矩阵可逆，又同时求岀它的逆矩阵。我们称 
它为“凑矩阵”的方法。在例10中如何凑 岀^ — AB ) 的逆矩阵，需要仔细观察，我们详细 
写岀了凑矩阵的过程。同学们可以从中受到启发 ：如何 去发现未知的事物。这是培养创 
新能力所需要的训练。 

例11 方阵 A 如果满足 A 2 = Z ， 那么称 A 是对合 矩阵。 设 A ， B 都是数域 K 上的《 
级矩阵，证 明： 

(1) 如果都是对合矩阵，且|川+ |5|=0，那么 A + BJ + AB 都不 可逆； 

(2) 如果 jB 是对合矩阵，且 | B |= — 1， 那么不可逆。 

证明 （1) 由于 A 2 = J ， 因此 | A 2 | = | J |。 从而 | A | 2 = 1。 由此得出， | A | = ±1。 由 
已知条件，不妨设 | A |=1，| B |= — 1。 由于 

| A | | A 十 B | = | A(A + E ) | = | A 2 +AB | = | 7 + AB | , 

I A + B I I B I = I (A 十 B)B | = | AB+B 2 \ = \ AB+I 

因此 |A + B | = | A | \A + B\^\A + B\ | B|=-|A + B |. 

从而 | A + B |=0. 

于是 \ I + AB \^\ A ^ rB \=0. 

所以 A + B ， I 十 AJB 都不可逆。 

(2) 取 A = J 。 则 | A | + | B |=0。 由第 （1) 小题的结论立即得出， J + B 不可逆。 ■ 

点评： 从例11看到，虽然 A 、 B 都可逆，但是 A + B 不可逆。因此 n 级可逆矩阵组成 
的集合对于矩阵的加法不封闭。 

例12 设 A 是数域 K 上的 w 级矩阵，证 明： 对任意正整数々，有 

rankCA ^) = rank ( A n ). 

证明如果 A 可逆，那么都可逆。从而 rank ( A … ）=« = rank ( A ”）。 

下面设 A 不可逆，则 rank ( A )< n 。 由于 

rank ( A ) > rankG 4 2 ) > …> rank ( A rt ) > rankCA ^ 1 ), 

并且小于 n 的自然数只有个，因此 上述； 2个“ > ”号中至少有一个取“=”号。即存在正 
整数 m </ z ， 使得 


4.4 可逆矩阵 
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rank ( A m ) = rankCA ^ 1 ). 

据习题 4. 3第16题的结论得，对一切正整数々，有 

rank ( A m ) = rank ( A m+A ). 


由于 m < w ， 因此有 

rankCA " 1 ) = rank ( A ^ ). ■ 

例 13 证明： 任何方阵都可以表示成一些下三角矩阵与上三角矩阵的乘积。 

证明 任一 n 级矩阵 A 都可以经过一系列初等行变换化成阶梯形矩阵 G 。 据阶梯 
形矩阵的定义知道， G 是上三角矩阵。据本章 4. 2节的例8的结论，矩阵的2°型初等行变 
换可以通过1°型与3°型初等行变换实现。因此 


A = 

其中，… ，尺是 1°型或3°型的初等矩阵，它们都是上三角矩阵或下三角矩阵。 
例 14 解下列矩阵 方程： 


(1) 

rl 

0 

—1] 


(2 

-3 1 、 

(2) 

rl 

0 

— I] 


(2 

— 3 

r 


0 

4 

* « 

2 

x= 

1 

1 0 

； X 

0 

4 

2 


1 

1 

0 


1 

-1 

0 

y 


2 

V 

1 1 

> 


1 

-1 

0 


2 

V 

1 

1 

> 


解⑴ 


从而 


rl 0 
0 4 





14 ] 
1 —2 
1 4 



( 2 ) 




例 15 解下述矩阵 方程: 
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3. 证明： 如果 a 3 =o, 那么 I—a 可逆； 并且求 a—Ar 1 。 

4. 证明： 如果数域 K 上的 n 级矩阵 A 满足 

A 3 - 2A 2 十 3 A — J = 0 ， 

那么 A 可逆；并且求 A - 1 。 

5. 证明： 如果数域 K 上 n 级矩阵 A 满足 

2A 4 — 5A 2 十 4A 十 2J = 0 ， 

那么 A 可逆；并且求 A - 1 。 

6. 证明： 可逆的斜对称矩阵的逆矩阵仍是斜对称矩阵。 

7. 求下列矩阵的逆 矩阵： 


(1) 

r 1 0 — 1 、 

(2) 

- 1 

— 3 

— 2、 


-2 1 3 

_ 

， 

— 3 

0 

1 


3—1 2 ' 

< > 


1 

V 

1 

—1 

j 


< 1 1 1 …1 、 


，1 2 3 n 

0 1 1 …1 

• • • « 

• • • ■ 

■ 畢鲁 « 

X — 

0 1 2 ••• n — 1 

■ » _ 争 

• • • « 

•漆 _ ♦ 

0 0 0 — 1 

V ) 


0 0 0 … 1 

V / 


解此矩阵方程可以写成 

U+H+H 2 H - hH^ ! )X = (J + 2 H + 3 H 2 + … + nH ”_】）， 

其中 H 与例9中的 H 相同。 

由于 

(I — 十 H + + … + H n — = I - H n = I ， 

因此在上述矩阵方程两边左乘 （J — H )， 得 

X = (7~ HXJ + 2 H + 3 H 2 H - hnH ^ 1 ) 

- J + H + H 2 H - h H n ~ l 

「1 1 1 …1 1 

0 11 — 1 


[ 0 0 0 …1 J 

习题 4. 4 

1. n 级数量矩阵 H 何时可逆？当 H 可逆时，求 （ H)- 1 

2. 判断下列矩阵是否 可逆； 若可逆，求它的递 矩阵： 


i— ! 


7 


5 


IX 1- 


IX IX 


0f 


\ // 
o o 


1 o 

/n\ 
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(3) 



8. 解下列矩阵 方程: 


( 1 ) 


( 2 ) 



(3) 


( 1 

-2 

0 、 


( 3 

-1 

2 1 


^ 5 0 一 1 〕 

4 

-2 

— 1 

X 

1 

0 

一 1 


1 — 3 0 

-3 

1 

2 

J 


— 2 

N. 

1 

4 

> 


— 2 13 

V j 


9. 证明： 可逆的下三角矩阵的逆矩阵仍是下三角矩阵 

10. 求下列《级矩阵的逆矩阵 （ n >2): 

( 1 ) f 1 1 1 …1 1 


A = 


0 


1 


• 参 * 


(3) 


C 


2 


0 


3 

2 




m m m 


0 


( 2 ) 

「 1 1 1 … 1 1 , 


0 1 1 …1 1 

; 3 

• • • • 9 

• • • 9 • 

• _ ♦ 肇 _ 

J 

0 0 0 — 0 1 
、 / 


n 

n 一 1 


0 0 


(5) 


a 


0 


a 


(4) 




1 


1 


1 +a 


1 


# 畢 _ 


1 十 a 


， Cly^-0 


a 


a 1 a a 

E = 

• 脅繚 攀 

• • • 争 

_ « « 參 

a a a *** 1 

11. 设 a 尹 0 ，H 与例 9 中的 H 相同.求 UJ + H ) - ^ 

12. 证明： 如果 n 级可逆矩阵 A 的每一列（行）的元素的和都等于那么6关0,且 
A " 1 的每一列（行）的元素的和都等于6- 1 。 

13. 设 n 级矩阵 A ， B 满足 


<3尹1且 


1 — n 


A + B = AB , 

证明： B 都可逆，并且 AB = J 3 A 。 

14. 设 n 级矩阵 A 可逆，且 A — J 也可逆，々关 0 。 解矩阵方程 

AXA— 1 = XA- 1 + kl . 
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15. 设 A ， B ， D 都是数域 K 上的72级矩阵，其中 A ， D 都可逆，且 + 也可 
逆。 证明： 


4.5 矩阵的分块 


4.5.1 内容精华 


由矩阵 A 的若干行、若干列的交叉位置元素按原来顺序排成的矩阵称为 A 的一个子 

矩阵。 

把一个矩阵 A 的行分成若干组，列也分成若干组，从而 A 被分成若干个子矩阵，把 A 
看成是由这些子矩阵组成的，这称 为矩阵的分块 ，这种由子矩阵组成的矩阵称 为分块 

矩阵。 

矩阵分块的好 处是： 使得矩阵的结构变得更明显清楚，而且使得矩阵的运算可以通 
过它们的分块矩阵形式来进行，从而可以使有关矩阵的理论问题和实际问题变得较容易 
解决。 

从矩阵的加法和数量乘法的定义立即看岀，两个具有相同分法的 SX 72矩阵相加，只 
需把对应的子矩阵相加；数々乘一个分块矩阵，即用&去乘每一个子矩阵。 

由于 sXw 矩阵 A 的转置 A ' 是把 A 的第行写成第 i 列得到的矩阵 G = l ，2, …4)， 

因此如果 A 写成分块矩阵 形式： 


那么 


A 


fA x 

A 3 


a 2 、 

a 4 


A r 


rA / A /、 

A / A ： 


由矩阵乘法的定义容易想到分块矩阵相乘需满足下述两个 条件： 

(1) 左矩阵的列组数等于右矩阵的行 组数； 

(2) 左矩阵的每个列组所含列数等于右矩阵的相应行组所含行数。 
满足上述两个条件的分块矩阵相乘时按照矩阵乘法法则进行，即设 


B=(~) nXmo 贝 ！1 


wi n 2 


n t 


m x m 2 



V 


Si 

'An 

Ai 2 

… A u 、 


f B n 

B12 

… B lv ^ 

Sz 

m 

• 

A21 

« 

m 

A 2 2 

_ 

里 

… 

a 


B21 

• 

愈 

B22 

華 

• 

… B 2v 

m 

w 

• 

w 

• 

V 

w 

A «2 

■ 

■ 

… 4 

J 


參 

• 

B t 2 

▼ 

• 

… B 

> 


ni 

n z 


n t 



An^Bn + A 12 B 21 + … + A u B n A n Bi v + A 12 B 2 。+ …十 A lr B to 

A 21 B U 十 A 2 2JB 21 十…十 … A2iB lv + A 22 B 2v + … + Adm 

• • 

# • 

• « 

人 i Bu + A m 2 B 21 + … + … + A m 2 B 2 。+ … + A 班 

理由 如下： 

我们用 c 记 （1) 式右边的分块矩阵。用表示 C 的第 f 个行组与第 g 个列组交叉 
处元素组成的子矩阵。显然 c 的行数为 

51 + 5 2 + = Sf 

C 的列数为 

mi + m 2 + … + m v = m ， 

因此 C 与都是 5 Xm 矩阵。 

现来计算 C 的 （ i ， p 元。设 

i = + s 2 ~\ - +s^ +/,其中0 < / < 〜 ， 

j = mi + m 2 H - 十 + g, 其中 0< 尽 < 饥 € . 

这表明 A 的第 i 行属于第个行组， B 的第 j 列属于 B 的第 g 个列组。于是 

t 

C(i,j) = C Pq (f ； g) = (J]A^B i7 )(/；g) 

1=1 

t t n l 

== 2] X ]〜（/; r ) 〜 （ r ; g ) 

/ =1 l=\ r=l 

n 2 ” r 

= y^jA pl {f\r)B lq {r^g^ 4 - 2 A〆（/; r)B 2g (r;g) + … + 2 A〆/; ”)3^ (r ;g) 

r= 1 r= 1 r = 1 

n i~^~ n 2 n-| +* #, +n £ 

= 公 A(“r)jB(r;j ) 十 A(i + … + ^ A(z ； r)B(r ； j) 

r= 1 r—nj +1 r = n \ +"*+ n ^i +1 

n 

— ^A(i ； r)B(r ； j) ― AB (i ； j). 

r^l 

因此 AB = C。 这证明了 A、B 写成分块矩阵形式相乘时，按照公式 （1) 进行，这与普通矩 
阵的乘法法则类似。但是要 注意： 子矩阵之间的乘法应当是左矩阵的子矩阵在左边，右 
矩阵的子矩阵在右边，不能交换次序。 

分块矩阵的乘法有许多应用，下面举一些例子。 

命题1设 A 是 sXn 矩阵， B 是 nXm 矩阵， B 的列向量组为 ， ft ，… ，p m 。则 

AB = A(^1 5^2 » '*' ) ~ ^2，… ) • 

证明把 A 的所有行作为一组，所有列作为 一组； 把 B 的所有行作为一组，列分成 
组，每组含1列。则 

-AB = AXfil ， ^2 ， … ， fim) = (^fil J 2 ，… ) • ■ 

推论1设 A sX „#0，JB„ Xm 的列向量组是 f ，…， fim。 

则 AB = 0 <=> 趴 ，p 2 ，…， p m 都是齐次线性方程组 AX = 0 的解. 

证明 AB = 0 <=> (部 1， 部 2，… ，部 „) = 0 

^=> = 0，却 2 = 0,…，~„=0 
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<=> 趴， A， …， A 都是的解 ■ 

推论2 设 A iX „ 关0, 氏 XM 的列向量组是 /M， …， C, Xm 的列向量组是 心，^ ，…， 
心 。则 

AB = C <==> fij 是线性方程组 AY = 5) 的一个解， j = l，2, …， m. 

证明 AB— C V / ，…， ) = (5l ，谷2， …， D 

< > APj=8j ， j = l ， 2, …， 772 

<=> ft 是 = 的一个解， J = l，2, …， m ■ 

根据推论2,可以利用线性方程组来求可逆矩阵的逆矩阵，它的原理和方法 如下： 

设 n 级矩阵 A 可逆，则 AAH=I。 设 /T 1 的列向量组是兄，&，…， A；。 由于 J 的列 

向量 组是& ，心，…，仏。因此X ,是线性方程组 = & 的一个解。由于 |A| 乒0,因此 
= 有唯一解。由于对> =1，2,…， n， 方程组 AX= e; 的系数矩阵都是 A ，因此为了统 
一解”个线性方程组 AX=A，J = 1，2, …，72,先解其中]?=(&，匕，… ，匕） '然后把 
所得的解的公式中的 b ” b z ，…， b n 分别用1，0,…，0; 0，1，0…，0; …； 0,…， 0，1 代替，便 

可求得 u 2 ，…， 尤。 

类似地，可以利用线性方程组来解矩阵方程 

AX = B , 


其中九 X„ 关0。 B sXm 的列向量组是 Pi，p 2 , …， p m 。 解矩阵方程 = B 的原理和方法 


如下： 

设X 的列向量组是，兄 ，…， 据推论2，\是线性方程组 AX=ft 的一个解， 
j = l，2，一，m。 由于这 m 个线性方程组的系数矩阵都是 A， 因此可以采用下述方法同时 
解这 m 个线性方 程组： 


， J3) 


初等行变换 


> (G,D), 


其中 G 是 A 的简化行阶梯形矩阵。从 (G，D) 可以写出每个线性方程组 AY=ft 的一般解 
公式，从而可写出X ,。于是可写出矩阵方程 = B 的解。 

对于矩阵方程 XA=B ， 两边取转置得，从而可利用上述方法先求出矩阵 
方程的解，然后把所求出的解 Y 取转置即得原矩阵方程的解。 

类似于矩阵的初等行变换 ，现 在来介 绍分块矩阵的初等行 变换： 

(1) 把一个块行的左 P 倍 (P 是矩阵）加到另一个块行上，例如 

■ 


A 

A 叫 

② + P •① 

'Ai 

a 2 ' 

a 3 

a 4 

> 

■■ 

PA , +A 3 

pa 2 + a 4 

J 


(2) 互换两个块行的位置； 

(3) 用一个可逆矩阵卒乘某一块行（为的是可以把所得到的分块矩阵变回到原来的 

分块矩阵）。 _ 

类似地 有分块矩阵的初等列 变换： 

(1) 把一个块列的右 P 倍 (P 是矩阵）加到另一个块列上，例如 


A 

a 2 、 


A 

Ai P 十 A 2 、 

a 3 

V 

A 4 

J 

② + ① • p 

As 

a 3 p + a 4 

J 
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(2) 互换两个块列的 位置； 

(3) 用一个可逆 矩阵专 乘某一块列。 

为了使分块矩阵的初#行（列）变换能通过分块矩阵的乘法来实现，可引出分块初等 


矩阵的 概念： 

把单位矩阵分块得到的矩阵经过一次分块矩阵的初等行(列）变换得到的矩阵称为分 

块初等矩阵 ，例如 




② + P . ① 

- ► 









用分块初等矩阵左（右）乘一个分块矩阵，观察它与分块初等行（列）变换的关系: 




f A1 

a 2 、 


r Ai 

a 2 、 

A 3 

s 

a 4 


PA, + A 3 

V 

pa 2 + a 4 


A 

a 2 、 

l l °\_ 

'Aj -h A 2 P 

a 2 、 

a 3 

a 4 

> 

(p I) 

a 3 + a 4 p 

a 4 


由此看出，用分块初等矩阵卒乘一个分块矩阵，就相当于对这个分块矩阵作了一次相应的 
分块矩阵初等彳7变换；用分•块初等矩阵夸乘一个分块矩阵，就相当于对它作了一次相应 
的分块矩阵初变换。从后者可看出/( I )型分块矩阵的初等列变换需要用 p 夸乘的 
原因。 | 


分块矩阵的初等行（列）变换有直观的优点，用分块初等矩阵左（右）乘一个分块矩阵 
可以得到一个等式，把这两者结合起来可以发挥出很大的威力。 

由于分块初等矩阵是可逆矩阵，因此据可逆矩阵的性质和上面一段的结论得，分块矩 
阵的初等行（列）变换不改变矩阵的秩。这个结论在求矩阵的秩时很有用。 

主对角线上的所有子矩阵都是方阵，其余子矩阵全为0的分块矩阵称为分块 对角矩 


阵 ，可简记成 


diag{ ^ ， A 2 ， … ， A s } ， 


其中成 是方阵，= …，心 

主对角线上的所有子矩阵都是方阵，而位于主对角线下（上）方的所有子矩阵都为0 
的分块矩阵称为 分块上（下）三角矩阵。 

在第2章 2. 6节利用 Laplace 定理证明 了：若 A 是方阵，则 

A 0 

= A B . 

C B 


这个结论很容易推广 成：若 An ， A 22 ，…， A s 都是方阵，则 


A 


11 


0 


^21 ^22 


» • _ 


0 

0 


人1 人2 


A 


55 


A n | | A 


22 


• # • 


A 


ss 


利用行列式的性质 1 容易得 到：若 An ， A 22 ，… ， Au 都是方阵，则 
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^11 ^12 
0 ^22 






A 

A 


Is 


Zs 


0 0 


• • • 


A 


5S 


A 


ii 


A 


22 


• m 


I A 


ss 


命题 2 设 A 、 B 分别是矩阵，则 


(1) 

In B 

_ , (2) 

In B 



~ L-AB ； 



A I s 


A I s 


= \h~BA \； 

A l s 

(3) I 7,- ABI^i J n - BA |. 

证明 （1) 设法把左端变成分块上三角矩阵的行列式。为此作分块矩阵的初等行 


变换: 


h 


② + (—A) •① 

(L B 、 

A 

•s 

Is 

J 


0 Is—AB 


于是有 


在上式两边取行列式，得 


^ In 0 1 




L B 、 

— A I s 

、 J 


A I s 


0 I S -AB 

s ) 

L o 


h B 


In B 

-A I s 


A I s 


0 I s — AJ3 


由此得出 


L 


n 




A 


$ 


n 


L 


从而 


71 


B 


A I s 


I l-ab 


(2) 类似于第 （1) 小题的证法，请同学们自己写岀 

(3) 由第 （1) 、（2)小题即得 


o 


L-AB 


L-BA 


命题2的结论是有用的。 

命题3 设 


A = 


f Ai A 3 

0 a 2 


其中 Ai ， A 2 都是方阵。则 A 可逆当且仅当 Ai ， A 2 都可逆，此时 

wr 1 -Ar'AaA ^ 1 


A 


一 i 


0 


Al 1 


证明 因为 lAl ^ lA 」| A 2 | ，所以 


A I 7^ 0 




Ai I # 0 且 I A 2 I 0 


于是 A 可逆当且仅当 A :， A 2 都可逆，此时有 


■ 
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从而 

由此推出 


A 

a 3 ] 

① + ( — A^Aj 1 ) •② 

^ 

A 

0 、 

0 

a 2 

J 



0 

Vs 

A 2 

J 

(I 

— (A, 

a 3 ] 


0 ] 

0 

I 0 

a 2 

0 

a 2 


f A1 

A 3 、 

—1 

[ A1 

0 、 

—1 

公 一 A 3 Af 、 



-ArAAp] 

0 

V 

a 2 

J 


0 

A 2 

) 


0 I 

l J 


0 

A^ 1 

J 


从命题 3 得出，可逆的分块上三角矩阵的逆矩阵仍然是分块上三角矩阵。 



4.5.2 典型例题 


例1设 A 、 B 分别是 sX ”、 nXm 矩阵。证 明：若 AB =0, 则 rank ( A ) 十 rank ( JB )<' 
证明若 A = 0, 则显然结论成立。下面设 A 关0。 

设 B 的列向量组是仏，^，…， JL 。 由于 AB = 0, 因此 ft 属于 AX = 0 的解空间 W ， 
i = l ，2, …， m 。 于是有 

rank ( B ) = dimipi ， p2 ，…， p m 〉< dim W ~ n — rank ( A ). 

即 rank ( A ) + rank ( E )^ n . ■ 

例 2 证明 Sylvester 秩不等式：设 A 、 B 分别是 s Xr ^ nXm 矩阵，贝 [j 

rank ( AB ) ^ rank ( A ) + rank ( B ) — n . 

证明只需证 《+ rank ( AjB )> rank ( A ) + rank ( B ) 。 

据第3章 3. 5节的例8的结论，有 


n + rank ( AB ) = rank 


n 


0 


0 AB 


作分块矩阵的初等行(列） 变换: 


/ 0 、② +A • ① 0 、 / I n — B 

{ 0 AB) ^ \A AB 广②十 ① • (-/ (A 0 

\ /B I„ v 

®^-iS (a 0 J (①，②广 U A )' 

根据分块矩阵的初等行（列）变换不改变矩阵的秩，以及 3. 5 节的例 9, 得 


Hitt ： 


rank 



0 、 ( B I nX 

\ = rank [ rank ( B ) + rank ( A ). 

AB) \o A) 


rank ( AB ) ^ rank ( A ) 十 rank ( B ) — rz . 



点评： Sylvester 于 1884 年首先证明了例 2 的不等式。在本套书下册的第 9 章 9. 2 
节的例 3 给出了 Sylvester 秩不等式的另一种证法，更加直观和简洁。 

例3如果数域 K 上 n 级矩阵 A 满足 A 2 = A ， 那么称 A 是幂等矩阵。证明 ：数域 K 
上 rz 级矩阵 A 是幂等矩阵当且仅当 
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rank ( A ) 十 rank(J — A ) = n . 


证明 n 级矩阵 A 是幂等矩阵 《=> A 2 =A<=>A—A 2 =0<=> rank(A —A 2 )=0. 

由于 


因此 



① + (— A ). ② 


②十① /A 






A 

A-A 2 
A 


0 、 - ./ A A \ 

I -A ) ② + ① （A I ) 

0 、 /A — A 2 

J ) ① + ② •（- A) ( o 


rank 




=rank 




从而 rank(A) 十 rank( J—A) = rank(A — A 2 ) +n. 

由此得出， n 级矩阵 A 是幂等矩阵 


< ~> rank(A — A 2 )=0 < -> rank(A) +rank(7 — A) = n. 




点评： 本套书下册的第9章 9. 5节的例20给出了本节例3的另一种证法，更加直观 
和简洁。例3 表明： 仅利用秩这样的自然数就能刻画幂等矩阵，由此体会到矩阵的秩的概 
念是多么深刻！ 

例4 设 A 是实数域上的 s Xn 矩阵， 证明： 对于任意线性方程组 A Y AX=A> — 
定有解。 

证明 只需证增广矩阵 GVA，A'/0 与系数矩阵 A'A 的秩相等。由于 A 是实数域上 

的矩阵，因此从而 

rankCA^，A’P) = xank ( A / (A ,J9) )^rank(A / ) = rank(A'A), 

又由于 rank(A y A)^rank(A r A ， A'p) ，因此 

rankCA'A ,A>)= rankCA^A). 

从而线性方程组 A f AX = A f p 有解。 ■ 

点评： 通过例 4 的证明可以再一次体会到“线性方程组有解的充分必要条件是它的 
增广矩阵与系数矩阵的秩相等”这一定理的深刻。还可以体会到分块矩阵的乘法很有用， 
在例4的证明中用到 

= A，(A，p). 

例5 设 A 是 n 级矩阵 U>2)， 证明： 

I I = I A 丨 ”― 1 . 


证明 若 A = 0, 则结论显然成立。下设 A#0。 我们知道， AA* =1A| I。 
若 |A 丨 #0,则 |A||A*| = |A| n 。 从而 |A” = |A 卜 - 、 

若丨 A | = 0，则 A A * — 0 0 据例1得 


rank ( A ) + rank ( A * ) ^ n . 


从而 


rank (A * Xn — rank ( A ) < Cw . 


因此 |A* |=0。从而结论成立。 

例6 设 A 是 n 级矩阵 （n>2)， 证明： 
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n, 当 rank(A) = n, 

rank(A* )—^1, 当 rank(A) = n — 1 ， 

0 ， 当 rank(A) <C n — 1. 

证明 若 rank(A)=w ， 贝！ 1 I A| 尹 0 。从而 |A* 丨尹 0 。于是 rank(A * ) =n 。 

若 ran k(A)=n — 1 ，则 A 有一个 72 —1 阶子式不等于 0 。从而 A 有一个元素的代数余 
子式不等于 0。 于是 A* 关0。 由于 |A|=0 , 据例 5 的证明得 

rank(A * ) ^ n — rank(A) = n — (n — 1) = 1. 


由于 A* # 0 , 因此 rank(A* ) = 1 。 

若 ran k(A)<n_l ， 则 A 的所有 72 — 1 阶子式都等于 0 , 从而 A* = 0 。于是 

rank (-A * ) — 0 0 ■ 

例 7 设 A 是 n 级矩阵 （ n> 2 )。 证明： 

( 1 ) 当 /Z>3 时， （ A*r = 2 A; (2) 当 w = 2 时， （ A* r =A 。 

证明 （1) 设 w >3。 若 |A|#0 , 则 |A* I = IAK 1 。 由于 A*(A*)* =|A* |J. 

因此 （ A*)* =|A* I (A* )- 1 = |A| rt —|A| 「 2 A 。 

若 IA 丨 = 0 , 则据例 7 的结果得 rank(A^ )<l<n— 1 。 

因此 （ A*)*=0 。 于是结论也成立。 

(2) 设 n = 2 。 此时 

{ a b \ / d —— b\ 

A =( cd )^=(-c a} 


因此 


例8 
证明 


/a b \ 

(A#r = (c d) =A ' 

设八是《级可逆矩阵，证明 ：（ A —= ( A _) 一、 
由于 A — 1 ( A — 1 )* =| A — 1 |1，且八— 1 =+八*，因此 



从而 （ A * )—i = ( A—Y • ■ 

例 9 设 A 、 B 都是 n 级矩阵 （ n > 2 )， 证明： 

(ABr = J3* A* 


证明 据本章 4. 3 节的命题1，得 


(AB) # (i ； 7 ) = (- l) i+J AB 


1， 

1， 


•嗛每 


• « • 


，j — 1 ， j + 1 ， 
— 1+ 1 ， 


• • • 


3 


n 


n 




，） 一 1 ， j + 1 ， 




(—1) ,+J 2^i A 

1^4 〈 Dn —1 \幻1 ，幻 2 ， "* ， *^ n —\ 

(-iy^±A( u 


••• n 、 iV x ，幻 2 ? ••• ， 幻/ 1 -i 


B 


]_,•••，£ — 1+ 1 ， 


m m m 


n 


攀櫸攀 


k = l \ 


1， 


m m 9 


，j — 1 jj + ]_•••，《 ^ /I ， … ，是一 1 ，是 + l .“’《 

，k —— 1 ，是 + !••• , n/ (l ， *_* ， z. —— l，f + l 99m 9 n 
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k=i \1 f •*• jk ——1，走 + ]_•_.(]_，•••，/ — 1 “ 十 1 …， n J 

n n 

= YjA ^ B ^ - ( i ; k ) = y A * ( z ；；). 

k = l k = l 

因此 （ AB)* - E* A* . ■ 

例 10 设 A 、 B 分别是数域 K 上 sXnyXm 矩阵， 证明： 矩阵方程 八又= 5有 解的充 
分必要条件是 

rank(A) = rank(A ,B) 


证明 设 A 的列向量组是 & ， a 2 ，…， B 的列向量组是 灼 ， p 2 ， …， 仏 。则据本 
节推论2,得 

AX=B 有解 <=> AY=ft 有解 ， j = l ，2 , …， m 

<==> ft 可以由 flfi ，< r 2 ，•••，《„ 线性表出，）=1，2 ,…， m 
<==> { fifi ， …， a „ ，办】 ，…， P „} = { cri ， a 2 ，…， ct „} 

< ■ > rank(A , B ) = rank ( A ) ■ 

例 11 求下述 n 级矩阵 A 的逆矩阵 （ n >2). 

r 1 

n 

A - 

擎 

2 
v 

解 先解线性方程组 


其中 Uh ， b 2 , …， b m y 0 将这/!个方程相加，得 



n 


2 


nin + 1) ( j：i +工 2 H - + x n ) = ^ 


令:>^ = 4 + x 2 +… + x fl ，由上式得 


: y 


2 


n 


nin + 1)1 




从第1个方程减去第2个方程，得 


(1 — Tl)Xi + X2 + 工 3…+ OCn =6i—6 2 


由此得出 


JV 


nx \ — b \ —— b 2 . 


从而 


Xi 


\iy-b x +b^ = 七 


2 


n 


n{n + 1) 1 




类似地，从第 〖个 方程减去第； + 1 个方程 (i = 2, …， n —1)， 可求出 


00 { 


1 

n 


2 


n 


n(n + 1) 


y ^ j^j bi + b 


t+i 




1 


2 …， 72 


从第 n 个方程减去第 1 个方程，可求出 


x n 


丄「 

n 


2 


n 


n{n + 1) 


^y]^j b n + 


记 s 


w(w + l ) 


o 


分别令 P 为 Cl ， S 2 ，…，得 


5+1 


5+1 


5+1 


5+1 

5 一 1 


点 评：例 11 利用线性方程组来求 A 的逆矩阵，这比用初等变换法求 A - 1 简单多了 
例 12 求下述《级矩阵 A 的逆矩阵 （ n >2) : 


o 


1+^1 


1 + “2 


• • • 


1+^71 


其中 a x a z 

解 先解线性方程组 AX=p ， 其中/>=(卜 ， 6 2 ，… ， b m y 

令3 = 工1 +工2 +…+工》。则原方程组可写成 

^y + aiXx = bi , 

y + a 2 Jc 2 = b 2 1 


y + a n x n = b n . 


由此得出 


JOi 


bi — y 


，2 , …， w 


从而 




n 


n 


记 S 


!+§ 念，从上述一次方程解得 




于是 


Xi 


at UiS 


ht b - 


1，2,…， 71 


分别令 P 为 £ i ， C 2 ，…，&，得 
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例 14 在 K 3 中取两 个基 : 



fl] 


， 1] 



ai = 

0 

% a 2 — 

2 

^ a 3 

2 


0 


0 

、 j 


3 

V j 



「 2] 


'1] 


<3 、 

Pi - 

i 

— 3 

^ j 

， P 2 — 

0 

4 

、 > 

， p3 — 

2 

1 

v j 


求矩阵 A 使得 Atii =pi ， i = 1 ， 2 ， 3. 
解 Aai=fii. i = l,2,3 


<=> A(Cfi ， <*2 ， Cf3 ) = (pl ， p3 ) 




(«i 

， a 2 



n 

PsY 




rl 

0 

0 

2 

1 

—3] 


a 

0 

0 

2 1 

— 3 、 

1 

2 

0 

1 

0 

4 

- ► 

0 

2 

0 

— 1 一 1 

7 

1 

2 

3 

3 

2 

1 

j 


0 

2 

3 

1 1 

4 

j 


rl 

0 

0 


2 

1 


-3l 


rl 0 0 

2 






T 




2 —3 






因此 




例 IS 设 

f 0 Bi ^1 

B - ， 

B 2 0 

其中氏 ，执分别是 r 级、 s 级矩阵。求 B 可逆的充分必要 条件； 当 B 可逆时，求 


解 | B | = ( — 1) 。 I 氏 | 丨 B2 丨。于是 

B 可逆 < > \B \ 9^0 <==> |氏 I #0 且 |B 2 I 古 0 <=> 都可逆。 

当 B 可逆时，由于 


' 0 Br 


^0 B2 1 


I r 0 、 

B2 0 

、 > 


Br 1 0 

、 J 


0 I s 

、 / 


因此 


B— 1 


r 0 攻 1 〕 
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第 4 章矩阵的运算 


例 16设 


A 


「Al ^2 1 
A3 A 4 


其中 A : 是 r 级可逆矩阵， A 4 是 s 级矩阵 。问： 还应满足什么条件， A 才可逆，当 A 可逆 
时，求 A- 1 。 

解如果把 A 变成分块上三角矩阵，那么可利用本节命题3的结果。于是作分块矩 
阵的初等行 变换： 


从而 


，Ai A 2 、 

1 ② . （一 AsAt 1 ). ① 

f Al 


a 2 ] 

a 3 a 4 



- ^ 

0 

S 

a 4 

a 3 Ar 1 a 2 

Ir 

0 、 


^2 j 



a 2 ' 

— A 3 Ax l 

Is 

A 3 

^4 

0 

a 4 

一 A^Ai 1 A 2 


两边取行列式，得 


厂 | U | | A 1 = 1 Ai I I A 4 -A 3 A ： 1 A 2 I. 


由此得出，再满足可逆的条件，则 A 可逆。当 A 可逆时， 


A _1 = 

為 a 2 、 

A3 A4 

、 J 

-i 

'A! A2 、 

0 a 4 — a 3 Ar 1 a 2 

V. 〆 

—1 

， I r 0 ' 

— A 3 Ai l I s 

、 J 


rAr 1 - 

Ar 1 A 2 (A 4 f 


Ir 0 1 


0 


(A 4 _ A z A^ l A 2 ) 


一 1 


—AsAr 1 L 


rAr 1 十 ApAAA* ~A 3 Ar 1 A 2 )- 1 A 3 Ar 1 -Ar 1 A 2 (A 4 -AsAr'As) 


一 1 


(A 4 -AsAr'A^^AaAr 1 


(A 4 一 a 3 Ar 1 a 2 


例 17 设 A、B、C、D 都是数域 K 上的 n 级矩阵，且 AC=CA。 证明: 


A B 
C D 


AJD — CB 


证明 


当 |A1#0 时，可以作下述分块矩阵的初等行 变换: 

A B ^ ®+ C-C 4 - 1 ) * (V) /A B 




C D 


0 D-CA l B 


从而 


I 

CA 一 1 


0、 B 
C D 



A 


B 


0 D-CA~ l B 


两边取行列式，得 


A B 
C D 


A|| D-CA 一 1 B 


于是 


A B 
C D 

当 |A1=0 时，令 


I A(D-CA—%) l-l AD ~ACA~ l B | = | 


CB 
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A(t) = A — tT ， 

则 | A ⑴ | = |A — 是 Z 的 rz 次多项式，记作/⑴。显然有 /(0)=| A |=0。 因为 n 次多 
项式/⑴在数域 K 中的根至多有 n 个，所以存在§>0,使得 Vt 6(0 — 5,0 + 5)，并且 
^^0,都有 / Q )#0, BPIAU ) 丨关0。由于 AC = CA ， 因此 


A(OC = {A-tI)C = AC-tC = CA-tC = C(A-tl) 

由上一段刚证得的结果得，当 （6 (0_ S ，0 + 幻且 时，有 

AU) B 
C D 




CA(i). 


I ACOD-CB 


令在上式两边取极限，得 


A B 
C D 


CB 


例18设 A 为 rz 级可逆矩阵， a = ( q ， a 2 ，…，^!)'。证明 

I A — aa f |=(1 — a r A _1 a) | A | 

证明利用本节命题2的结果，得 

I A — aa f I = I ACI n — A~ 1 aa / ) I = 

=I A I I I\ — a (A~ 2 a) 


A|| JT„-(A-W| 
1=(1— a'A -1 !!) I A U 


例 19 


计算下述 w 阶行列式 （ w >2) : 

I 0 2a] 3ai 
CLz <ll 3^2 


a n 2a n 3a n … 


Cn — l)a n 


其中 ai <2 2 … 


解原式 


( a x 

a 2 




a 


71 


2a\ 

3ai 

… na \' 

2a 2 

m 

_ 

3a 2 

* 

… na 2 

m 

_ 

m 

2a n 

• 

• 

… na 2 



f a x 0 0 … 0 、 


— ■ 

0 a 2 0 … 0 

• « • « 


/ 

_ ■ ■ ■ 

• « « • 

0 0 0 … a„ 

s -> 



(ai 




a 


n 


(1 ， 2 ， 3,… ,n) —diag{ai ， a 2 ，…， } 


■ 


■ 



PW 




—diag{fli ,a 2 ，•*_，《„} 

— (diag{ai ， a 2 ，…， 〜}) 一 1 

<^z 

* 

« 

_ 

(1 ， 2,3,… ， w) 




a n 

v J 




=(— 


l\ — (1 ， 2 ， 3 ，…， w) 


■ 
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第 4 章矩阵的运算 


则 


{ — lYaia z 9 "a n ( 卜 


72(72 + 1) 
~~ 2 ~~ 


例 20设 A 、 B 都是77级矩阵，下式是否成立? 


A B 
B A 


A z -B 


2 


解 当 AB = BA 时，由本节例17的结论立即得到 


A B 
B A 

当 AB ^ BA 时，上式不成立.例如，设 


A 2 — B 


2 



于是 



7 10 )， AB 

15 22 


3 4 ), BA 

0 0 ) 




A 2 - B 2 


— 7 —10 

=154 — 150 = 4. 

-15 -22 


因此 




0 

1 

1 

2 


0 

1 

1 

2 

A 

B 


0 

0 

3 

4 


0 

0 

3 

4 

B 

A 


1 

2 

0 

1 


1 

2 

0 

1 



3 

4 

0 

0 


0 

-2 

0 

-3 


A B 
B A 


A 2 - B 2 


例 21设 A 是一个 n 级矩阵，且 rank ( A )= r ， r </ 2 。 证明： 存在一个 n 级可逆矩阵 
P ，使 PAP ~ l 的后 n _ r 行的元素全为0。 

证明 把 A 经过一系列初等行变换化成阶梯形矩阵 G ， 则存在初等矩阵巧， 尸 2 ，…， 
巧，使得 


… P 2 PiA = G. 

由于 rank ( A )= r ，因此 G 的后 n _ r 行的元素全为0。从上式得 

… Pr 1 = GP^P^-PV 1 . 

由于初等矩阵的逆矩阵仍是初等矩阵，因此上式右端表明对 G 作一系列初等列变换，于 
是得到的矩阵其后 n _ r 行的元素仍全为0。令尸二巧…巧广，则的后 n — r 行的 
元素全为0。 ■ 


例 22设 A 是矩阵。 证明： 

(1) A 是列满秩矩阵当且仅当存在 s 级可逆矩阵 P ，使得 


A 
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(2) A 是行满秩矩阵当且仅当存在 n 级可逆矩阵 Q ， 使得 

A = ( J , ,0) Q . 

证明 （1) 由于 rank ( A )= n ，因此 A 经过初等行变换化成的简化行阶梯形矩阵 


G 


n 


0 


0 


从而存在初等矩阵 A ， P 2 ，… ， P , ，使得 


令 PzfViV … pr 1 ， 则 p 是^级可逆矩阵，且 


n 


0 


A = P 


n 


0 


(2) 由于 A 是行满秩矩阵，因此 A /是 列满秩矩阵。利用第 （1) 题结论，存在 n 级可逆 


矩阵 P ， 使 


A f = P 


0 


从而 


a = a ， o)p' 


令 Q = P ' ，即得 A = a ，0) Q 。 ■ 

例23设 A 是数域 K 上2级矩阵，证 明： 如果 | A |=1， 那么 A 可以表示成1°型初等 
矩阵 P (£， jU )) 的乘积（即 A 可以表示成形如 l + kE i} 的矩阵的乘积，其中£关 p 。 

证明先看一个特殊情形，设 


A 


a 0 
0 a — 1 


若则 A=J, 已符合要求。下面设 a 关1。 

a 0 \ ②十 ① • a 一 1 /a 0 


a a ——1 


0 a~ l 




a 


一 1 


② + ① •（1- a — 1 ) 




①十② • (1- a ) 


0、②十① • （_1> 


0 






0 


因此 


P(2,l(-1))P(1,2(1 -a))P(2,l(a 1 ))f a °, 、 JP(1,2(1 — a- 1 )) = J. 


0 a 


一 i 


从而 


a 0 




0 a 


一 i 


P(2,l(-a)- 1 )P(l,2(a-l))P(2a(l))P(l,2(a^ -1)) 


( J - a ^ E ^ XJ + Ca - DE^KI + E ^ KJ + Ca - 1 -1) E 12 ). 


现在看一般情形，设 


A 


a b 
c d 


其中 j I = ad be — 1 o 
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an ai 2 + <2^2 … a u + 


A 


① + (D 

- ► 


汉 21 


^22 


^Zn 



[^ni a n2 … a nn J 

由于 | B | = | A | =1，因此根据刚才证得的结论， B 可以表示成1°型初等矩阵的乘积。从而 
A 也可这样表示。 


据数学归纳法原理，对一切大于1的正整数《，命题为真。 ■ 

例25 设 A 是 n 级矩阵，行标和列标都为1，2,…， A 的子式称为 A 的々阶顺 序主子 
式， 々=1，2,…，《。 证明： 如果 A 的所有顺序主子式都不等于0,那么存在 n 级下三角矩 
阵 B ，使得 BA 为上三角矩阵。 

证明 时，命题显然为真。 

假设对于 n — 1级矩阵，命题为真。下面看72级矩阵 A = ( &) 的情形。设 A 的所有 
顺序主子式都不等于0。把 A 写成分块矩阵的 形式： 


(Ai a ) 

A = ， 

P a nn 

V > 

其中 Ai 是 n _ l 级矩阵。由于 Ai 的所有顺序主子式是 A 的1，2 ,…， TZ — 1阶顺序主子 
式，因此对 A 可以用归纳假设，有 n -1 级下三角矩阵历，使得 B . A , 为上三角矩阵。 


于是 

令 


A 

a 

② + ( - 於 r 1 ) •① 


a 

p 

V 

^ nn 

J 


0 t 

V 

、 ~pAT l a 

/ 


f I^i o 


a 、 



a 

-Mr 1 i 

、 j 


fi dnn 

W J 


0 a 

nn 

j 



则 B 为下三角矩阵，且 BA = \ BlAl 



于是 BA 为上三角矩阵。 

由数学归纳法原理，对一切正整数 n ， 命题为真。 



习题 4.5 

1. 设 n 级矩阵 A 关0, 证明： 存在一个 nXm 非零矩阵 B ， 使 AB = 0 的充分必要条件 
为 1 A 1=0。 从而数域 K 上任一《级矩阵或者为可逆矩阵，或者为零因子。 

2. 设 B 为 7 Z 级矩阵。 C 为 nXm 行满秩矩阵，证明： 

(1) 如果那么 B = 0; (2) 如果 BC = C ，那么 

3•设 A 、 B 、 C 分别是 sXn . nXm.mXt 矩阵，证明下述 Frobenius 秩不 等式： 
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，…，玖}，其中芪是 n , 级方 


与 A 可交换的矩阵一定是分块对角矩阵 diag { B l 9 B z 

阵， i = l ，2, …山 

14. 设 A 、 D 分别是 r 级级方阵，且 A 可逆， 证明： 

A B 

C D 


I A I I D - CA^E 


15. 设 A 、 D 分别是 r 级级矩阵，且 D 可逆。 证明: 


A 

B 





D 

C 

D 

i i 


A - BD l C 


16. 计算下述 w 阶行列式 （ n >2) : 

0 2 
1 0 


3 

3 


•攀 _ 


■ » » 


n 

n 


A 2 +B 


12 3 — 0 

17. 设 A 、 B 都是”级矩阵，且 AB = BA 。 证明 

A -B 
B A 

18. 设 A 、 B 都是 tz 级矩阵，证 明： 

A B 

B A 


2 


A + B \ \ A-B 


19. 计算下述 n 阶行 列式： 

\ a \ b \ 

a 2 lh 


aib 2 

l+a 2 b 2 


會 • ■ 


ax 

a 2 


a n b x a n b 2 … 1 + a n b n 

设 JB 、 C 分别是实数域上的 72 Xs ，” X(n — d 矩阵，证明 

B'B B f C 
C f B C f C 


< I II c f c 


设 


n — 1 

A 


n 


A 



0 

■ • • 

0 、 

， - 

a 

b 

0 … 

0 

11 


0 

鲁 

攀 

• 

1 

• 

争 

畢拳 ■ 

0 

# 

• 

• 

0 

• 

• 

參 

a 

攀 

• 

• 

b … 

m 

m 

争 

0 

■ 

« 

0 

# 

* 

暑 

V 

0 

0 


1 

0 

0 

0 … 

a 

b 

j 

n 

0 

• • « 

0 

a 

0 

0 … 

0 

0 


0 

摯 

* 

_ 

n 

m 

m 

m 

• ft * 

0 

m 

華 

• 

0 

« 

攀 

* 

a 

• 

• 

• 

0 … 

_ 

♦ 

• 

0 

• 

• 

• 

0 

• 

摯 

參 


0 

0 

# _ • 

n 

0 

0 

0 … 

a 

0 


0 

V 

0 

# _ 拳 

0 

n 

0 

0 … 

0 

a 

> 

J 


/ 








n n 
6 6 


• • • 


•** 


••• 


o 

2 


2 


IA 


o 
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22. 证明 ：数域 K 上；2级矩阵 A 能够分解成一个主对角元都为1的下三角矩阵 B 与 
可逆上三角矩阵 C 的乘积 A = jBC (称之为 LL 7- 分解） 当且仅当 A 的各阶顺序主子式全不 
为0,并且 A 的这种分解是唯一的。 

4.6 正交矩阵 • 欧几里得空间 R n 


4.6.1 内容精华 

在平面内取一个直角坐标系 Qry ， 设向量 a ， P 的坐标分别是 (A , a 2 ) ,(^ i ，6 2 )。如果 
不共线，那么它们可作为这个平面的一个基。此时以它们的坐标为行向量组的矩阵 


b 2 \ 

是一个可逆矩阵，这是因为 A 的行向量组线性无关。现在进一步设都是单位向量， 
且它们互相垂直，此时矩阵 A 具有什么进一步的性质？由于 

a\ -\- a\ = 1 , b\^~b\ = 1 , 

CL\ b\ ~h ^2 ^2 ~ 0 9 


因此 



根据 ce 与 P 互相垂直（又称正交）这一性质，自然地把 A 称为正交矩阵。由此受到启发， 


抽象出下述 概念： 

定义1 实数域上的 rz 级矩阵 A 如果满足 

AA / = I , 


那么称 A 是正交 矩阵。 

从定义1立即 得出： 

命题 1实数域上 n 级矩阵 A 是正交矩阵 

< > AA f = 1 

、 <=> A 可逆，且 A — 1= A ’ 

< > A f A = I . ■ 

正交矩阵具有下列 性质： 
a) r 是正交 矩阵； 

(2) 若 A 和 J 5 都是 n 级正交矩阵，则也是正交 矩阵； 

(3) 若 A 是正交矩阵，则 A ^ 1 (即 A ') 也是正交 矩阵； 

(4) 若 A 是正交矩阵，则 | A |=1 或 一 1。 

证明 （1) 与 （3) 的证明很容易。现在证 (2) 与（4)。 

若 A ， B 都是 n 级正交矩阵，则 
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擊 


( ABKAB / = A ( BE / ) A / = AIA f = L 

因此是正交矩阵。 

若 A 是正交矩阵，则 | AA '| = | J |。 从而 | A | 2 =1。 因此 | A |=±1。 ■ 

命题 2 设实数域上”级矩阵 A 的行向量组为 h ， y 2 ，…， 列向量组为 ai ，％， …， 
a „ 0 则 

(1) A 为正交矩阵当且仅当 A 的行向量组满足 




0, 


当 i 




(2) A 为正交矩阵当且仅当 A 的列向量组满足 


f 一 fl ， 

did i ——^ 

0 , 

证明 （1) A 为正交矩阵<=> AA ' = J 


^i = j, 
当 


72 

# 

( y( » ?2 ，…， y n ') = 

， 1 0 … 0 、 

0 1 … 0 

m m m 

• 

• 


m • 攀 

« • 攀 

0 0 … 1 

、 > 


rr 


「1， 

0, 


当/ = j ， 
当 < 关 i . 


(2) 类似于 （1) 的方法，利用 “ A 为正交矩阵《=>八次=尸可证得结论。 
引用 Kronecker 记号知，它的含意是 



则命题2的结论可简 记成: 



当 i = h 
当 #)• 


7i7j = ， I ^ ijj ^ n ； (1) 

OiOj ^ • 1 i » j Tit C 2 ) 

实数域上 《 级矩阵 A 的行向量 ft , eR n y = l ，2，〜， n 。 
如何直观地刻画命题2中指出的正交矩阵的性质？由于 


YiYj = CL a aji + a i2 a j2 + *** + a^a ^ , 

此式右端的表达式使人联想起几何空间 V 中，两个向量的内积在直角坐标系中的计算公 
式，因此我们在 R ” 中引进内积的概念。 

定义 2 在 R ” 中，任给 cr = ( a ， a 2 ，… , a n )， P = (匕，6 2 ，… 9 bJ ，规定 


def 

(«，/0 = = <2 i 6 i a2b 2 + *** + a n b n , (3) 


这个二元实值函数 ( a ， p ) 称为 R n 的一个内积（通常称它为标准内积）。 （3) 式可以写成 

(a ， p) = (4) 

根据定义2可以验证 R n 的标准内积具有下列 性质： 
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实数域上 n 级矩阵 A 是正交矩阵 

<=> 71 ;= 心， l<i ， j<：n 

< > (7i fYj)=dij , 

7 1 ，7 2 ，〜，7»是圯的一个标准正交基。 

同理可证， A 是正交矩阵，当且仅当 A 的列向量组是 IT 的一个标准正交基。 

命题 4 告诉我们，构造正交矩阵等价于求标准正交基。许多实际问题需要构造正交 
矩阵，于是下面来讨论如何构造一个标准正交基。 

首先讨论如何从线性无关的向量组出发，构造与它等价的正交向量组。从几何空间 
中，由平面内两个不共线向量免，<* 2 出发，构造两个互相垂直的向量取，札受到启发，引 
出下述 定理： 

定理1设 01 ，《 2 ，… ，屯 是欧几里得空间中一个线性无关的向量组，令 


h 


一 («2 9 pi ) 0 

a2 — 


( 6 ) 






则趴， p 2 ， 
证明 


p pi (w 

是正交向量组，并且 ft ， p 2 , …，取与…， a , 等价 
对线性无关的向量组所含向量的个数作数学归纳法。 


0 


^1时 ，令扒 ，由于化关0, 因此趴 是正交向量组，且灼与仏等价。 
假设 s = 々时命题为真。现在来看5 =々+ 1的情形。 


由于 




_ ( ATm，A ) 。 


(7) 


因此当时，有 


k 


(jlfe+i ，典 ） = (fit 


k+l 




= (a 糾， fi ) — 令 :#) (A ,ft) - 0 . 

这表明 扒 +1 与於正交 （ f = l ，2, …，々）。从（ 7 )式以及归纳假设可以看出， ft +1 可以由免， 
flf 2 ， …， CP *， OP *+ l 线性表出，并且表出式中 Cf ^+ l 的系数为1，因此 pk+l T ^ Oo 于是 Pi ， …， ft ， 
/^ +1 是 正交向量组。从（ 7 )式以及归纳假设立即得出禺，…，札，抓 +1 与％，山，…，山 +1 等 
价。因此当 s = 々+ l 时，命题也为真。 

根据数学归纳法原理，命题为真。 

定理1给出了在欧几里得空间 R n 中从一个线性无关的向量组，兩 ，… ，氣出发，构 
造出与它等价的一个正交向量组的方法，这种方法称为施密特 ( Schmidt ) 正交化过程。只 


要再将 ft ， 


ft 中每个向量单位化，即令 




P " 


i = 1,2,*" ,5. 


( 8 ) 





正交矩 阵 • 欧几里得空间: 



« • • 


b\ n 




(Pi ，？2， … ， P ”） ， 


\fil\ 


( t/i , r \ 


卟） 


h 


bin 

ihn 


\Pn 


(l|l ^1|2 




Tl n ) 


bn I Pi 

\Pz\ 


b ln \ Pi \ 

b 2n \ p 2 \ 


TB, 


Iff 


其中 T= (l ； i ， l|2 ， … ，屮）， 


bl n 


h 


ft 


0 o ••• I p r ‘ 

显然了 是正交矩阵， B 是主对角元都为正数的上三角矩阵。 
再证唯一性。假如 A 还有一种分解 方式： 






其中7\是正交矩阵，压是主对角元都为正数的上三角矩阵。则 

TB = 7\ 玖 . 

从而 Tr 1 T=B 1 B~\ 

左边 TT 1 了是正交矩阵，右边私 B— 1 是主对角元都为正数的上三角矩阵。据例 2 的结论 
得， ITT (即 Bj - 1 ) 是对角矩阵，且主对角元为1，那就是单位矩阵 J 。 因此 


由此得出 


Tr'T - B.B - 1 = . 
T= Ti , B = Bi. 


例 4 在欧几里得空间 R ” 中，设 


1 . 


把 A 分解成正交矩阵 T 与主对角元为正数的上三角矩阵 B 的乘积 
解设 A 的列向量组为 ofi ， <r 2 ， a 3 。 令 
ft = ai ， 


o 


释2 = ( X 2 


(0t2，ffl ) 


a 2 ~^pi^a 2 


—1 ， 


參 
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ft 


0 P 3 _ 


(CC3 ， 乡1 ) 

( PT ^) 


ft - 


(Ct3 ，卩 2 ) 

(ft，ft ) 


ft 


«3 


2 






«3 




ft • 


于是 I Pi I = V ^"， I fi 2 1 =^/2 » \ p 3 1 +( _ 

， a 2 =pi +p 2 ， az = 吾 Pi — \h +Pi . 

令 






从而 


町 3 


1 


P3 


fis =芯 



A =(«i ,a 2 ， a 3 ) = (J?i ， p 2 ， p 3 ) 


3 


0 


0 0 


(ijl ， l/2 ， 1 ； 3) 


Pi 

0 

0 


0 

h 

0 


0 

0 

ft 


3 


0 


0 0 


2 


V 3 

y 


0 


#1 

3 


^/z 


3 


\pE 


2 


^ a/3 -^a/3 


3 


0 42 


42 


0 0 






TB. 


例 5 设 A 是实数域上的 mXn 矩阵，其中 m 〉/2。 证明： 如果 A 的列向量组 ai ， ce 2 ， 
… ，仏 线性无关，那么 A 可以唯一分解成 


A — QR ^ 

其中 Q 是列向量组为正交单位向量组的 M X W 矩阵，只是主对角元都为正数的72级上三 



角矩阵，这称为 21^ 分解。 

证明先证可分解性。由于 A 的列向量组 ai ，〜，•••，《„线性无关，因此经过施密特 
正交化过程，可得到与它等价的正交向量组 ft ， 灼，… ，队，再单位化可得到正交单位向量 
组屮，屯 ，… ，小。与例3的可分解性证明完全一样可得到 

M Pi I 办 12 I I …~ I Pi h 

o I Pz I ― b 2n I p 2 I 

A = {7]1 ，卟 ， … ，?；„) . . • 

• • # 

» • « 

o o … I p n I 

=QR, 

其中，0=(印，叩，…，是列向量组为正交单位向量组的 mXn 矩阵，是主对角元都为 
正数的 w 级上三角矩阵。 

再证唯一性。假如 A 还有一种分解式亿符合所要求的条件，则 QR ^ Q , R lo 
由于只是可逆的上三角矩阵，因此其中是主对角元都为 
正数的上三角矩阵，设0=(~)。记兑的列向量组为表，表，…，也，则 


Cn C 12 … Ci„ 

0 c 22 … c 2 „ 

(Vi ， th ，…， v”） = m ，••• D . • . 

• ♦ « 

• « _ 

0 0 … c nn 

V 

=(cnSi ， c J 2 5 i + c 2 25 2 ， ••• ^c Ul Si + C 2n dz H - + C nn Sn). 

由于（巧 1 Tl/i) = lf (c n 5 i ,c n Si)=c 2 u {Si ，因此 di=l 。 由此得出 Cn = l 0 

由于（小， 1 ? 2 ) := 0 ，（》 ; 2 ， 17 2 ) = 1 ，且 

(t；i yfjz ) = (CnSi ， c 12 5 i -hc 22 S 2 ) := c 11 c 1 2 (Si ， 5 i)+c u c 22 ( 5 i ^ 2 ) = CnC 12 , 

C Tfz f TJ 2 ) = ( 〔 12 谷 1 十 C 22 Sz f C \2 S\ C 22&2 ) ~ C \2 C%^ » 

因此 Cu Ci 2 = 0 ， C 〖2 +C 〗2 = 1 。由此得出 »^'l 2 = 0 ?(：22 ~ 1 。 

依次下去可得出 ，<^ = 〜 = —= 0 - 1 , 4 = 0 ，<^ = 1 ，々 = 3 ^" ， 72 。 

因此从而 Q=Qi ， i? = 只 1 。 ■ 

例 6 设 A 是实数域上的 MXn 列满秩矩阵，它可分解成 

A = QR, 

其中 Q 是列向量组为正交单位向量组的 mXn 矩阵，只为主对角元都为正数的上三角矩 
阵。证明对于任意是线性方程组 A'AX = A'p 的唯一解。 


证明 


设 Q 的列向量为…，卟。贝！1 




/ / / 




tllTJ 

聲 

遍 

t}2t}2 

珍 

• 

… ”2’” 

• 

■ 

霄 

鲁 

小 V 

_ 

• 

■ 

• 

… tint] 


n 


n 




从而 


A'ACR^Q'fi) = CQR) / (QR)CR l Q / fi) = R f Q f QRR l Q f fi 

= R f Q f p = (QR)’p = A’p. 
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因此是线性方程组 A ' AA ： = A ' p 的一个解。 

由于，因此 | A'A | #0。从而线性方程组 A ' AX ^ A ' p 有唯 
一解，它就是只― iQ ' P 。 ■ 

点评： 在实际问题中常常遇到方程个数 m 大于未知量个数 n 的线性方程组 AX = p ，它 
可能无解。这时要设法找一个”维列向量夏，使得 IAX 。 一 p | 2 最小，足称为线性方程组 
AX = p & 最小二乘解。在本节例19证 明了： 不是 AX = J 8 的最小二乘解当且仅当足是线 
性方程组 A / AX=A / fi 的解。于是例6告诉我们，当 A 是列满秩矩阵时，线性方组程 
组八^=月的最小二乘解只有一个，它是其中 QR = A ，且 Q 是列向量组为正交单位 
向量组的 mXn 矩阵，尺是主对角元都为正数的上三角矩阵。由此看岀例5的应用之一 
是把系数矩阵为列满秩矩阵的线性方程组的最小二乘解用公式给出。 

例 7决定所有的2级正交矩阵。 

解 设 A =(~) 是2级正交矩阵。则，即 


1 

' ^22 

^12 


f a xl 

«21 ^ 

A 

^21 

an 

/ 


^12 

V 

“22 

J 


由于 | A |=1 或一 1。因此分两种 情形: 
情形1 | A |=1。 此时有 


^22 — ^11 ^ ^21 ~ — ^12 - 

由于4+4=1，因此在平面直角坐标系 Qry 中，点 PUn ，如）在单位圆 y+y = 1上。 
据三角函数的定义，得 


于是 


cin == cos 沒， 以 2 】 sirx ^ 3 


A 


cosd 

sin 汐 


sin0 


cos0 


容易直接验证，所求出的 A 是正交矩阵。 
情形2 | A |=-1 0 此时有 


夕 G R. 

(9 e R. 


a ZZ = — a ll ， a Z \ = a lZ - 

由于因此同情形1的理由得 


于是 


a n = cos 汐， a 2 i = sin 汐 . 
/cosd sind\ 

a = . e r. 

\ sin^ — cosd j 


容易直接验证，所求出的 A 是正交矩阵。 

综上所述，2级正交矩阵有且只有下列两种 类型: 


COS 汐 
sin 汐 


— sin 汐 
cosd 


cos8 

sind 


sin 汐 


—— cos ^ 


6 ^ R . 


例8设 A 是 n 级正交矩阵， 证明： 

(1) 如果 | A 1=1， 那么 A 的每一个元素等于它自己的代数余 子式； 

(2) 如果 | A |=—1， 那么 A 的每一个元素等于它自己的代数余子式乘以一1。 
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证明由于 A 是正交矩阵，因此。于是当时，有 

/\ 

= A ; (j } i ) = 1 上 A * ( j ； i ) = I ^ I A t> . 

(1) 如果 | A |=1， 那么由上式得 » A(z ； j ) = A 。 。 

(2) 如果 | A 卜 一 1，那么由上式得， A ( f ;7 ) = - A “ ■ 

例 9设 A 是实数域上的 n 级矩阵 证明： 

(1) 如果 | A |=1, 且 A 的每一个元素等于它自己的代数余子式，那么 A 是正交 矩阵； 

(2) 如果 | A 1 = — 1，且 A 的每一个元素等于它自己的代数余子式乘以一 1，那么 A 是 
正交矩阵。 

证明 （1) 由于，因此当 1 A |=1 时，据已知条件得 

A - 1 Cj ； O — A .* ij ； O ~ Aij = A (/ ； j ) — A r ij ； O ? 

其中因此 A - 于是 A 是正交矩阵。 

(2) 当 | A | = — 1 时，据已知条件得 

A - 1 (j ;0 A * (j =— A i} = A ( i ； j ) = A\j ；0 , 

其中因此 A — 从而 A 是正交矩阵。 ■ 

例 10 设 A 是实数域上的 72 级矩阵， n >3 且 A 关0。 证明： 

(1) 如果 A 的每一个元素等于它自己的代数余子式，那么 A 是正交 矩阵； 

(2) 如果 A 的每一个元素等于它自己的代数余子式乘以一 1，那么 A 是正交矩阵。 
证明 （1) 由已知条件得 

A’(J “）= = A * (7 ;0 » I ^ i；j ^ n . 

因此 A '= A ' 

由于 A 乒0,因此 A 至少有一个元素参0。于是 

n n 

A 丨= ah 〉 0. 

1=1 1—1 

据本章 4. 5节的例5的结论得 ， I A * 从而 | A '| = | A * | = | A r 1 ，又| A ' | = 

| A | ， 于是得出， | A |”- 2 =1。 SP | A | 是 n — 2次单位根。由于因此 ”一2>1。 

由于对任给的正整数 《， n 次单位根恰有 n 个，它们对应于复平面上单位圆的《等分 
点，因此在实数集内， n 次单位根最多有两个：1， 一 1。由于 | A |>0, 因此 | A |=1。 据例 9 
第 （1) 小题的结论得， A 是正交矩阵。 

(2) 由已知条件得， A ' = — A ' 

由于 A 乒0,可设％参0,于是 

n n 

IA I = = — a 2 u <C0. 

/ =1 / ==i 

因此（一 I A |)” 一 2 = 1。从而 一 丨川=1。 BP | A |= — 1。 

据例9第 （2) 小题的结论得， A 是正交矩阵。 ■ 

例11设4是《级正交矩阵， 证明： 任意取定 A 的两行（或两列），由这两行（或两 

列）的元素组成的所有2阶子式的平方和等于1。 
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证明 取定 A 的第 A 4行 GXD。 由于/^' = 1，因此据本章4.3节命题1的结论得 


S M 

< v 2 <n ■ \ ^1 


公 L ， Z 2 


2 


2 A 广’ v 

< z - 2 <« \^1 » ^2 / \^1 ? ^2 


AA 


f ( l \ 


例 12 证明： 实数域上的一个 n 级矩阵如果具有下列三个性质中的任意两个性质， 
那么必有第三个 性质： 正交矩阵，对称矩阵，对合矩阵。 

证明 设《级实矩阵 A 是正交矩阵，且是对称矩阵，则 A 2 =AA = AA' = J。 因此 A 
是对合矩阵。 

设 A 是正交矩阵和对合矩阵，则 A^A- 1 =A。 因此 A 是对称矩阵。 

设实矩阵 A 是对称矩阵和对合矩阵，则 


因此 A 是正交矩阵。 ■ 

例 13 设 A 是 n 级正交矩阵， 证明： 对于欧几里得空间 R n 中任一列向量 < r ， 
^\Aa\ = \a\. 

证明 | Aa 1 2 = (Aa ,Aa) = (Aa) f (.Aa)^aA f Aa — a a = (a,a) = | a| 2 . 

因此 | Aa 卜 |«|. ■ 

例 14 设 A 是实数域上一个非零矩阵， A 的行空间记作 L / ; 齐次线性方程组 
AX = 0 的解空间记作 W。 证明：1/中每一个向量的转置与 W 中任一向量正交。 

证明 设 A 的行向量组为，…， y s 。 任取 ijGW 。 则 Aij = 0 。 由于 


7 i 1 (Yin 

r 2 r 2 i / 

. n =. 

• m 

« 參 

r, J [rsti 

因此从 Aty = 0 得出 m = 由于 m = (y/，ij) ，因此 （y/，r/) = 0，z+ = l ，2,…山 
任取设 7=^0^ + … +々,y,。 贝 I] 




s s 

, rj ) = ^ kiiy / , t \) = 0. 

i = 1 i = 1 

例 15 证明： 在欧几里得空 间 R n 中，如果向量 cr 与 R M 的一个正交基，佐，… ，札 
的每个向量都正交，那么 a = O a 

证明 iSi a = a 1 pi -\~ a 2 p2 + …，则由 （ a ) = 0，得 

n n 

0 = (<* ，反 ） =( >: a j?,)= 〉： 仏 (ft ，反 ) — ctj (pj ， Pj) • 

i=l i = 1 

由于 (ft ， ft ) 关0,因此 a ; =0 ，j = l ，2 r "， w 。 从而 a = 0 o 

例 16 在欧几里得空间 R 4 中，求与线性无关的向量组的，《 2 ，11 3 等价的正交单位 
向 量组： 

' 11 「 — 1 、 

0 0 

ttl ~ 1 ， Ct 2 = D 9O3 — 

0 1 




解令 pi ^ CEi ， 
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ft 


«2 ~ 


(<^2 ) o 

(Pi 



ft 


( flt 3 ，办 1 ) j| — (的，办 2 ) J| 

(pi,Pi) Pl — w^ Pz 




令屮 



1，2,3,得 


^ = (#，。，#，。)、= {-^ 44 ) 


” 3 = ( 龚 #，一 A 

WJ t } i ， iy 2 ， t / 3 就是与 ai ， a 2 ， a 3 等价的正交单位向量组。 

例17设 L / 是欧几里得空间 R ” 的一个子空间，如果向量 a 与 U 中每一个向量正 
交，那么称 a 与 U 正交，记作《丄(7。令 

, def f , 、 

17 丄 — {a e R n I fit 丄 U}. 

称是 U 的正交补。 证明： ^^是贝”的一个子空间。 

证明由于0丄17,因此 L /1 是 R ” 的一个非空子集。任取 ct ， peL / i ， 则对一切 
yeu ， 有 

(a + P ， y) = (ce ， y) + (p ， y) = 0 + 0 = 0, 

(ka ? y ) = kia ^ y ) = 0 ， A G K . 

因此 oe + pec / 丄，如 ec / 丄。 从而 L / 丄是 R ” 的一个空间。 ■ 

例18设 U 是欧几里得空间 R n 的一个子空间。令 

Put R rt — R n 

a I- cti ， 

其中，则称 h 是 IT 在 U 上的正交投影，把 ai 称为向量 ce 在 L 7 
上的正交投影。 证明： 对于是 a 在17上的正交投影当且仅当 

I a — ai |^|a — y|»VyGU. 


參 
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证明必要性。设<* 1 617是《在^/上的正交投影，则《 — £ * 1 6171。从而 Vy 6 L /， 有 

(At —flfi) 丄 （Cfi — r). 

于是 

a — 7 I 2 = | a — ai+ai—y| 2 = (a —«i +ai — y，a — «i + ai ~ y) 

= (a — ai，a — cci) — 2(ct — cfi，ai — y) 十 （cti — y,«i — y) 

= |a — ai 1 2 + | a ： — y 1 2 ^ I a — «i | 2 . 

从而 > I a—cti I ， 

充分性。设 la— ai |<| a — y | Vy 6 L /。 

假设5是<^在[7上的正交投影，则根据刚才证得的必要性得 ， |a —<5|<|«—％|。从而 

|a — 5| = |a — ai |. 

由于 cr— 丄 ，5 — 吣 61/ ， 因此 （《 _5) 丄（《 _ 免）。 同上理，得 

I a —— cfi 1 2 = I a —— 5 十 fi —— cfi | 2 — | a —— S | 2 +| 5 —— cti | 2 . 

由此得出， |5 —& | 2 =0。 因此 ， 即 ai 是 a 在 (7 上的正交投影。 ■ 

例19 设 A 是实数域上的一个 m Xn 矩阵， m > n，pG IT 。 如果 X 。6 R ” 使得 

Ip — AX Q | 2 <| p — AX | 2 , VXeR ”， 那么称 X 。是线性方程组 AX = p 的最小二乘解。证 

明：不 是的最小二乘解当且仅当是线性方程组 

A f AX = A f p 

的解。 

证明用1/表示矩阵 A 的列空间， L /=< ai ， a 2 ，…， K >， 则 X 。是 AX = P 的最小 
二乘解 <=> Ip — AX 。| 2 <| p — AX | 2 , vxeR ” 

<=> \ p ~ AX 0 \^\ p ~ AX \ , VXGR n 

< > Ifi—AXo I Ip—yI, V yGU 
^=> AX 。 是 p 在 L7 上的正交投影 

<=> JJ - AX 0 6 U 丄 

<=> (p~AX 0 ， a t ) U = 1 ， 2 ，…， n 
<=> a/(p~AX 0 ) = 0,z=l f 2 9 ••- 9 n 
<==» A \ p - AX 0 )^0 

< V =_ A ' 多 

<=> X 。是 A / AX = A / P 的解。 ■ 

例 20 设 A 是实数域上 mX w 列满秩矩阵， m > W 。 A 的列空间记作(7。记 P A = 
A(A ， A) -1 A ，。 令 

jp a ( x ) = p A x 9 yx e R m . 

证明： P A 是1^ 在 L / 上的正交投影。 


证明设 a 的列向量组是 ffl ， a 2 ，…， a „。 任取 xe * r 。 

先证 PaA ^ LT 。 由于 ( AMPA'X 是 rzXl 矩阵，因此可设，…， c „)' 


从而 


o 
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P A X = A{A f AT x A f X -( 免 ，!^，…， ctj 


=ci«i + c 2 az H -+ c n a n G U. 

再证 X — 丄，即要证 （J — o 由于 


«i 

a 2 


/ 


iI — P A )X = AT^-A(A / A)- 1 A / ]X 




[A' — A / A(A / A)~ 1 A / ]X = ox = 0, 


因此 a/a—P A )X=0，j = l，2r"，n。 从而 （J— P a )XGL7 
综上所述， Pa 是 R n 在^/上的正交投影。 


习题 4. 6 


1. 证明： 在欧几里得空间 R n 中，如果 cr 与 P 正交，那么对任意实数 IZ， 有 ka 与 Iff 
也正交。 

2. 证明： 在欧几里得空间 R M 中，如果 P 与如，<* 2 ，…， a 5 都正交，那么 P 与％，山，“•，氏 
的任一线性组合也正交。 

3. 证明： 在欧几里得空间 R” 中，如果 a 与自身正交，那么 a = 0。 

4. 在欧几里得空间 R 3 中，设向量组 


— 2 ， 


«2 


0 . 


求与 ai，a 2 等价的正交单位向量组。 

5. 在欧几里得空间 R 4 中，设向量组 


a 2 


«3 


— 1 


求与 ai，a 2 ，ct 3 等价的正交单位向量组。 

6. 设 A 是实数域上的 4X3 矩阵， raiik(A) 


A 


—1 
-1 
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把 A 分解成 A = QK ， 其中 Q 是列向量组为正交单位向量组的 4 X 3 矩阵， JR 是主对角元 
都为正数的上三角矩阵。 

7 - 证明：如果正交矩阵是分块上三角矩阵，那么 A 是分块对角矩阵，并且 A 的主对 
角线上的所有子矩阵都是正交矩阵。 

8. 证明： 位于正交矩阵的任何々行（或々列）的所有々级子式的平方和等于1。 

9. 在什么条件下，对角矩阵是正交矩阵？ 

10. 证明： 实数域上的四元齐次线性方程组 


r axi + &C2 + cx z + dx^ = 0 , 

bxi — ax 2 + dx z _ cx 4 = 0, 

cjci — dxz — ax 3 + 4 = 0 , 

dxi -\- ex z — bx 3 — ax 4 = 0 

当 a 、 b 、 c、d 不全为 0 时，只有零解。 


11. 证明： 在欧几里得空间中，勾股定理成立，即如果 fit 与正交，那么 

I a + P I 2 = I a | 2 十 | p | 2 . 

12. 证 明：在 欧几里得空间中，对于任意向量有 

I 1<1 a M P I. 

等号成立当且仅当线性相关。 

13. 证明： 在欧几里得空间 R n 中，三角形不等式成立，即对于任意 ctJGir ， 有 

\ a p \ ^\ a \-\-\ p \, 

14. 在欧几里得空间 R % 两个非零向量 a ， P 的夹角 < a ， p > 规定为 


于是 0<< a , p ><7 t . 


(a,p) 


def 


arc cos 


(a，P) 

a \ \ p 


在 R 4 中，求 〈 a ， P >， 其中 


a = (1,—2,0,3), p = (4,1,5, — 1). 

15. 设 A 是实数域上列满秩矩阵， m > rz 。 证明： 是线性方程组 
AX = p 的唯一的最小二乘解。 

16. 设 A 是复数域上的矩阵，用表示，即把 A 的每个元素取共轭复数得到的 
矩阵 A 再转量（注意从上下文区别 A * 是表示疋还是表示 A 的伴随矩阵）。如果 n 级复 
矩阵 A 满足 AA * =/，那么称 A 是酉 矩阵。 证明： 下列每一个条件都是 n 级复矩阵 
A -( a ,) 为酉矩阵的充分必要 条件： 

(1) A 可逆，且 A — isA * ; (2) A ^ A = I ； 


n 

(3) ^ ] a^a jk = dij * 1 ^ i > j ^ n ； 

4 = 1 


⑷ E 

杳 =l 






17. 证明： 两个 n 级酉矩阵的乘积是酉 矩阵； 酉矩阵的逆矩阵是酉矩阵。 

18. 证明： 酉矩阵的行列式的模等于1。 


4.7 到 K ' 的线性映射 


奢 
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4.7 到 IT 的线性映射 


4.7.1 内容精华 


1. 映射 

定义1 设 s 和 s' 是两个集合，如果存在一个对应法则/，使得集合 S 中每一个元素 
a ，都有集合 s' 中嚷 T 确定的元素6与它对应，那么称/是集合 s 到5 / 的一个&七，_记作 

• . /： S — -S' 


其中6称为 a 在/下的 象， a 称为6在/下的了个 原象。 a 在/下的象用符号 / U ) 或 /a 
表示，于是映射/也可以记成 ' 

f(a) = b, a G S. 

设 / 是集合 S 到集合 S ' 的一个映射，则把 S 叫做映射/的定义域，把 S ' 叫做/的陪 
域。 S 的所有元素在/下的象组成的集合叫做/的值域或/的象，记作 /( S ) 或 l m/ 。即 

def 

/( s ) — {/(a) \ a e S } = {b e s ' \ 存在 a e s 使 /(a) = b ). 

容易看岀， / 的值域是 / 的陪域的子集。 

设/是集合 S 到集合 S ' 的一个映射，如果 /( s ) = s / ，那么称/是满射（或/是 S 到 
s ' 上的映射）。显然，/是满射当且仅当/的陪域中每一个元素都有至少一个原象。 

如果映射/的定义域 S 中不同的元素的象也不同，那么称/ 是单射 （或/是一对一 
映射）。显然，/是单射当且仅当从〜，〜 es 且 /(〜）=/(〜） 可以推出 〜=七。 

如果映射/既是单射，又是满射，那么称/是双射(或/是 s 到？'的一个 一一 对应）。 
显然，/是双射当且仅当陪域中每一个元素都有唯一的一个原象。 

映射/与映射^•称为相等，如果它们的定义域相等，陪域相等，并且对应法则相同 
(即 vks ， 有 /( x )= g u )) 0 

集合 s 到自身的一个映射，通常称为 s 上的一个 变换。 

集合 s 到数集(数域 k 的任一非空子集）的一个映射，通常称为 s 上的一个 函数。 

陪域义中的元素6在映射/下的所有原象组成的集合称为6在/下的 原象集 ，记作 
厂 1 ⑹。 

定义 2 映射 /:s — s 如果把 s 中每一个元素对应到它自身 ，即 s ， 有 
/(： T )= X ， 那么称/ 是恒等映射 (或 S 上 的恒等变换） ，记作 l s 。 

定义 3相继施行映射 f 和 / d '— S "， 得到 S 到 S 〃的一个映射，称为/与 g 的 
乘积 （或 合成） ，记作 / g 。 即 


def 

(fg)(a) — , V a 6 S. 

定理 1 映射的乘法适合结合律。即如果 — S"，/:S"— V，那 

么 f(ghXfg 、 h 0 
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证明 /( g/O 与（介从都是 S 到的映射。对任意 a 6 S ， 有 

[/( 冰）] a = fL ^ gh ) a ] = / [ g (/ ia )], 

[(J%)"]a = ifg)(ha) = / [g(/ia)]. 

因此 figh ) = ( fg ) h . ■ 

注意映射的乘法不适合交换律。 

容易直接验证 :对于 任意一个映射/:5—5 / ，有 

fY s = f ， 1 W . 

定义 4 设 /: S — S \ 如果存在一个映射心义― S ， 使得 

fg = 1^ gf = Is . 

那么称映射/是可逆的，此时称 g 是/的一个逆映射。 

容易证明，如果/是可逆的，那么它的逆映射是唯一的，把/的逆映射记作/- 1 。于 

是有 

fr ' = i s '， r l f - i s . 

从而当 / 是可逆映射时，它的逆映射 / m 也可逆，且 

(广 1)- 1 = /. 

定理2 映射 /: s — s ' 是可逆的充分必要条件为/是双射。 

证明必要性。设 /: s — s ' 是可逆的，则有逆映射 /- ss '— s ， 并且 

fr 1 = i s ，， 厂 1 /= i s . 

任给 a ' es '， 有 /— Uaies ， 且 

/( j^ 1 (a)) (// _1 )(a’） = l s '(<2’） = a ’， 

因此^在 / 下有至少一个原象 /- 1 U ') ，从而/是满射。 

任给 ancles ， 假如 /(〜）=/(〜） ，则 

rH / Ca ：)) =广 （/( a 2 )). 

由于厂 1 (/(〜））= ( 厂 V ) (〜），同理厂 1 (/(〜））=〜 ，因此， ai = a 2 , 从而/ 
是单射，因此/是双射。 

充分性。设 /: s — S /是 双射。则对于任意 〆 65%/在/下有唯一的一个原象 a ，此 
时 令 

g ： s f — -S 

a \ - > a ， 

则发是 s ' 到 S 的一个映射，并且 

= /( 裒 (a’）） = /(a) = a , 

因此 

任取 iGS ， 由映射 g 的定义知道， g (/( x ))=: c 。 因此 

(g/)(x) = g( fix)) = X. 

从而 gf - l s ，因此 / 是可逆的。 ■ 


2. 线性映射 

同学们都熟悉正比例函数3^々工(々#0)，即 /(x)=々x。 对任意实数 a，c， 有 /(a + c) 


i 


=>( a + c )= k +^=/( a )+/0') ; 对任意实数 有 f ( la )^ k ( la )= lf ( a) Q 这表明正 

比例函数/保持加法运算和数量乘法运算。从这类例子受到启发，引出下述 概念： 

定义 S 数域 K 上的向量空间到 iT 的一个映射 a 如果保持加法和数量乘法，即 
Va ， peK n ，々 eK ， 有 

a(a 十 p) = cr(CC) + tr(p ) ， 
a(ka) = kaia) » 

那么称 tr 是 K ” 到 K - 的一个线性映射。 

设 A 是数域 K 上矩阵，令 

A ： K n ― > K S 

ai - ^ Aa ? ( 1 ) 

则容易验证 A 是1^到 1 C S 的一个线性映射。这个线性映射很有用。 

事实 1数域 K 上 n 元线性方程组有解 
<=> 存在使得 

存在 使得 A ( y)=p 

<=> pG Im A . 

由事实 1 看出，使线性方程组 AX = p 有解的 p 组成的集合是线性映射 A ( a ) 二 A * 的 
象。由事实1立即得岀， 

事实2设数域 K 上 sXn 矩阵 A 的列向量组是％，免，，则 
p ^： Im A 

^=>线性方程组 AX =/? 有解 

<=> PG ( Oh ， a 2 ， …， a n 〉. 

因此 Im A = < ai ，价，… > (2) 

即，由 （1) 式定义的线性映射 A 的象(值域)等于矩阵 A 的列空间，从而 Im A 是 K s 的一个子 

♦ 筆攀 《_ ••脅 

空间。 

事实3设数域 K 上齐次线性方程组 AX = 0 的解空间是 W ， 则 

1] ^ W < > At\ = 0 <==> A ( ij ) = 0. 

由此受到启发，引出下述概念。 

定义6设 a 是 K " 到的一个映射， IT * 的一个子集 

{a €： K n I a(a) = 0} 

称为映射 a 的核，记作 Kera 

容易验证，如果 ct 是到 iT 的一个寧毕带寧，那么 Kera 是 K ” 的一个 f 罕呼。 

对于由 （1) 式定义的线性映射 A ， 从事$3 * 

Ker A - W. (3) 

即，由 （1) 式定义的线性映射 A 的核等于齐次线性方程组 AX = 0的解空间。 

_ _ 奉 ■ • « 聲 

由 （1) 式定义的线性映射4的核的维数与4的象的维数之间有什么联系？由于 

dim W = n — rank(A) — n — dim 〈 <z] ， ct 2 ， ••• > ， 

因此 dim W + dim〈ai ， a 2 ，…， = w. 
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从而 dim Ker A + dim Im A = dim K n . (4) 

(4) 式是一个相当重要的公式。它表 明：线 性映射 A ( a )= A « 的核的维数越小，那么使线 
性方程组 AX = J » 有解的 p 组成的子空间 （gp ImA ) 的维数就越大，即有更多的以 A 为系 
数矩阵的线性方程组有解。这种此消彼长的现象被公式 （4) 精确地刻画出。又注意 
Ker A 是的一个子空间 ， Im A 是的一个子空间，而它们的维数却被公式 （4) 联系起 
来了，这是一个多么漂亮的公式！ 

4.7.2 典型例题 


例 1 设 证明： 

(1) 如果/和 g 都是单射，那么 g / 也是 单射； 

(2) 如果/和 g 都是满射，那么 g / 也是 满射； 

(3) 如果/和 g 都是双射，那么 g / 也是 双射； 

(4) 如果/和&都是可逆映射，那么 g / 也是可逆映射。 

证明 （1) 设/和 g 都是单射。设如果（尽/)(〜）=(尽/)(« 2 )，那么 
g (/( A )) = g (/( a 2 ))。 由于 g 是单射，因此/(〜）=/(〜）。由于/是单射，因此〜二七。 
从而是单射。 

(2) 设/和 g 都是满射。任取由于 g 是满射，因此存在使得 
a n = g { a ) o 由于/是满射，因此存在 a € S ， 使得 〆 = /( a ) 。从而 

a = g ( a ’） = g ( f ( a )) = (. gf ) ( a ). 

因此 g / 是满射。 

(3) 由 （1) 和 （2) 立即得到。 

(4) 由 （3) 和定理2立即得到。 ■ 

例2设/是有限集 S = {〜 ，〜 ，…，^}到自身的一个映射。 证明： 

(1) 如果/是单射，那么/也是 满射； （2) 如果/是满射，那么/也是单射。 

证明 （1) 设/是单射，则/(〜），/(心），，"，/(^)两两不等。从而/的值域 /( S ) 

含有 n 个元素。又由于 /( S ) GS ， 且 S 也含有 n 个元素，因此/(5)=5，从而/是满射。 

(2) 设/是满射，如果/不是单射，那么有两个不同的元素〜，％，使得 f ( a t ) = 

/ U ,)。 从而 /( S ) 所含元素个数小于 n 。 于是 /( S ) SS 。 这与/是满射矛盾。因此/是 
单射。 ■ 

例3 设 S 和 S ' 是两个有限集，证 明：如 果存在 S 到 S ' 的一个双射/，那么 
| S | = | S '| ，其中 ISI 表示有限集 S 所含元素的个数。 

证明设集合 S = Ui ， a 2 ，…，^}。由于/是单射，因此 

/ ⑸ = {/(A ) ， /(a 2 ) ，…， /UJ } ， 

\ f ( S )\= n Q 由于/是满射，因此 /( S ) = S '。 从而 

| S ， | = | /( S ) |= n -I S I . ■ 

例4设 S 和 S ' 是两个集合，如果存在 S 到 S ' 的一个双射/，那么称 S 和 S ' 有相同 
的基数，记作 I SI = | S ' | 。证明 ： 整数集 Z 与偶数集（记作 2 Z ) 有相同的基数。 



4. 7 到的线性映射 
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证明令 /: Z — >TL 

m t - ► 2m ， 

显然 / 是 z 到 2 Z 的一个映射，并且是单射，满射。因此/是双射。从而 Z 与 2 Z 有相同 
的基数。 _ 

例5设 A 是数域 K 上 sXw 矩阵。令 

A ： K n — ^ K s 


a I— ► Aa » 

则 A 是 K ” 到 K 5 的一个线性映射。证明： 

(1) A 是单射当且仅当 Ker A ={0} ; 

(2) A 是满射当且仅当 1 m A = iT 。 

(3) 当 s = « 时， A 是单射当且仅当4是满射，从而 A 是双射。 
证明 （1) 必要性。设 A 是单射。任取 aGKerA 。 则 

A ( a ) = 0 = A (0). 


由此推岀 ， ct = 0。 因此 KerA ={0}。 

充分性。设 KerA =={0}。 取 a 】， a 2 G ，且凫（|^ ) = i 4( a 2 ) 。 

则 0=4(0^)— A ( a 2 ) =Aai — Aa 2 = A («! — a 2 )= A ( a 1 — a 2 ). 

从而 a 】一 a 2 GKer A 。 由于 Ker A = {0} ，因此 — a 2 =0 。即 ai = a 2 。因此 A 是单射。 

(2) 由满射的定义立即得到。 

(3) 当 s = 时，由本节公式 （4) 得 

A 是单射 < > Ker A ~ {0} 

< > dim Ker A —0 

< dim Im A = dim K n 

< > Im A = K n 

<=» A 是满射。 ■ 

例 6 设数域 K 上的 3 X 4 矩阵 A 为 


令 



1 0 
3 1 


1 1 ] 
4 7 


-110 3] 

A ( a ) = Aa » V a 6 K 4 . 


分别求 Im A 和 Ker A 的一个基和维数。 


解 ImA 等于 A 的列空间，因此求 Im A 的一个基和维数就是求矩阵 A 的列向量组 
的一个极大线性无关组和秩 。 Ker 4等于 = 0 的解空间，同此求 Ker A 的一个基就是 
求 AX = 0 的一个基础解系。这些都可以通过对矩阵 A 作初等行变换化成简化行阶梯形 
来 求得： 





0 

1 

1 、 


，1 

0 

1 

ll 

A — 

- ^ 

0 

1 

1 

4 

- ^ 

0 

1 

1 

4 



0 

1 

1 

4 

4 


0 

0 

0 

0 

J 


由此看出 ， A 的第1、2列是 Im A 的一个基 ， dim Im A = 2 0 
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由公式 （4) 得 ， dim Ker A = 4 — 2 = 2。 
AX = 0 的一般解是 


= — X 3 —工4， 

[JOz x 3 — 4 x 4 ， 

其中 X 3 ， X 4 是自由未知量。由此得岀 ， Ax = 0 的一个基础解系是 



r 1, 



「1〕 


1 



4 

IJl — 

-1 

， 

t\z — 

0 


0 

、 / 



-1 

X J 


于是，％是 Ker A 的一个基。 

例7 氨 （ N 2 H 4 ) 与四氧化二氮 （ N 2 0 4 ) 结合形成氮气 （ N 2 ) 和水 （ H 2 0) : 

n 2 h 4 + n 2 o 4 — - n 2 + h 2 o . 

平衡此化学反应的左、右边，即两边各元素的原子个数相同。 

解 设化学反应式为 


xN 2 H 4 +^N 2 0 4 = zN 2 +wH 2 0 ， 

其中：是待定的正整数。上述化学反应式左右两边原子 N 、 H 、0 的个数应分别 
相等，于是得出 


即 


令 


2x + 2y = 2zj 
Ajc = 2xv^ 

Ay = xv. 



(5) 


rl 1 -1 0^ 

A = 2 0 0 — 1 . 

0 4 0 —1 

容易看出 A 的第 1、2、3 列组成的 3 阶子式不等于0,因此 rank ( A )=3。 从而齐次线性方 
程组 （5) 的解空间 W 的维数 dim W = 4- rank ( A )-4-3 = l c 因此方程组 （1) 的基础解 
系含1个解向量。从而方程组 （1) 只有一个自由未知量。取 w 为自由未知量，则 


令 w =4, 得到一个基础 解系： 

r \ = (2，1，3,4)’. 

因此上述化学反应式为 

2 N 2 H 4 + N 2 0 4 = 3 N 2 +4 H 2 0. 

点评 :从例 7 的解题过程看出，平衡化学反应方程式可归结为求齐次线性方程组的一 


个基础解系，也就是求线性映射 A ( a )= A « 的核的一个基。利用 Ker A 的维数的信息可 
以较快地求出 Ker A 的一个基。 

例8某产品公司租了两个仓库，记作 ， W 2 ，它们可分别存储80吨和60吨产品。该 
公司向两个商店(记作&，&)发送产品，&和5 2 分别能存储产品 a 吨和6吨。要求存储在 
仓库的产品都必须发送岀去，试问 ：仓库 \^， W 2 应分別向商店发送多少吨产品？ 

满足什么条件时，此问题有解？求此问题的可行解。 

解设仓库 W , 应向商店乂发送吨产品 ， i = l ，2 ;J? = l ，2。 根据题意，并且充分发 
挥&和&的存储能力，得 


工 11 + Xi 2 — 80, 

x 2 \ + X Z 2 = 60, 


( 6 ) 


工11十工21 


工12 


工22 


先把线性方程组 （6) 的增广矩阵化成简化行阶梯形矩阵 

a 1 0 0 so, a 1 ( 


60 


0 — 1 


80 

60 

a — 80 


80 


80 —— b 


60 

a -\~ h — 80 


60 

a -\- b - 140 


于是当 a + b = U 0 时，方程组 （6) 有解。即当商店 S : 和 S 2 能够存储仓库和灰 2 所存 
储的产品的总数 80 + 60=140( 吨）时，方程组 （6) 有解。由于阶梯形矩阵的非零行个数小 
于未知量个数4,因此方程组 （6) 有无穷多个解。方程组 （6) 的一般解是 

{ JOn = x zz +80 — 6, 


工12 


工21 


X 22 + b ， 

工22 + 60 • 


其中 X 22 是自由未知量。于是方程组 （6) 的一个特解 y 。 为 

y 0 = (80 — 6,6,60,0)' 


导出组的一个基础解系为 


(1 ，一 1，一 1， 1)’ 


因此方程组 （6) 的解集为 


{?0 + kij \ k Q } 

{ (80 — b + k，b — k ? 60 —々，是 ）’ k ^ Q} 


此问题的可行解应 满足: 


即 


80 — b -\- k ^ 0 ^ b — k ^ 0 ^ 60 —是 >0，是 >0, 
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b — 80 ^ k < b ， 

< 0 < 々 < 60， 

、0<6<140. 

即 max {6 一 80 ，0}<々< min {6,60} ,0^6^140. 

因此这个问题的可行解为 

(80 — b k，b — k f 60 —々，々）/， 

其中 max {6 — 80 ,0}^^^ min (6,60) ,0^6^140. 

点 评：例 8是处理产品从仓库到商店的分配问题，这属于管理科学的问题。例8解决 
的是商店 Si 和 S 2 恰好能存储仓库 Wi 和分配给它们的产品这样的特殊情形。这种 
情形归结为解线性方程组 = P ，也就是归结为判断 P 是否属于 A 的列空间，或者说於 
是否属于线性映射 A ( a )= Az 的象。 

习题 4. 7 

1. 判断下列对应法则是否为 R 到自身的映射？是否单射？是否满射？ 

( 1 ) x I X 3 ; ( 2 ) 工 I- ► X 1 2 * — x ； 

⑶ jc | ► 2 X ； (4) oc 1 ► lnx 

2. 设数域 K 上的 3 X 4 矩阵 A 为 

'10 2 1、 

A = — 1 2 1 3， 

12 5 5 

、 J 

令 A ( a )= Aa , VaGK 4 . 

分别求 Im A 和 Ker A 的一个基以及维数。 

3. 设 A 是数域 K 上的〃级矩阵，令 

A ( a ) = Aa ? a K n 

证 明：线 性映射 A 是可逆映射当且仅当矩阵 A 是可逆矩阵。 

4. 紧急情况下产生氧气（0 2 )的氧气罩包含超氧化钾 （ K 0 2 )。 在空气下，它与二氧化 
碳、水按如下反应式反应产生 氧气： 

ko 2 + h 2 o + co 2 — ^ khco 3 + o 2 . 

平衡这个化学反应式。 

5. 在本节例8中，运输一吨产品到各个商店的费用（单位 ：元） 可以用下表来 表示： 



S, 

s 2 


800 

450 

w 2 

600 

550 


(1) 写出从仓库到两个商店的运输费用函数/。 

(2) 当商店 S 2 存储产品的吨数6给定时（0<6<140)，求出使运输费用最低的分 

配方案。 


补充题四 
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1. 证明 ：如果 A 是幂等矩阵，那么 2 A — I 是对合 矩阵； 反之，如果 B 是对合矩阵，那 

么音 (B + J ) 是幂等矩阵。 

2. 证明 ：数域 K 上与所有行列式为1的级矩阵可交换的矩阵一定是 n 级数量 
矩阵。 

提示： | I+Eij |=1, j = 2,3, …， w ; | I+Ezi |=1. 

3. 证明 ：数域 K 上与所有 n 级可逆矩阵可交换的矩阵一定是〃级数量矩阵。 

4_证 明：如 果整数都能表示成两个整数的平方和，那么 M 也能表示成两个整数 
的平方和。 

证明 Sa = nf + ng ，b = ml+ml , n ，， m 义 Z ， i = 1，2.令 

n t ' 

A = ， 

n 2 — tii 

v ) 

则 AA ^ Ul + n ^ I^aL 

设 P = Cm ^ m 2 ),Wl 0 ^ m \+ ml = b o 从而 

ob = afip f = p(al)^ = p(AA’)〆 =(fiAXpAY 

=(mini +m z n 2 ) 2 + (m 1 n 2 — m 2 n 1 ) 2 . ■ 

5. 把 533 表示成两个整数的平方和。 

6. 证 明：如 果整数 a ，6 都能表示成4个整数的平方和，那么也能表示成4个整数 
的平方和。 

提示： 设 a = + m !， w ,，7 n t 6 Z，i = l ，2，3，4。令 

打 1 n 2 n 3 n 4 ' 

n 2 — rti n A — n 3 

A = ， 

— Tli Uz 

n A n 3 — n 2 ~ n 1 

< j 

则 AA ' = ( n ?+ n !+ M + n 〗） J = aJ 。 类似于第 4 题的证法。 

7. 把1457表示成4个整数的平方和。 

# 8.证 明：如 果整数都能表示成形式为 

x 3 + + _ 3xyz 

的数，那么 M 也能表示成这种形式的数。 

提示： 据本章 4.2 节的例11的结论，得 

x y z 

x 3 + + z 3 —— 3x^2 ： = z x y = | + yC + zC 2 | , 

y z jc 

其中 c 是循环移位矩阵。 

9. 实数域上每一行(列）的元素之和都等于1的非负矩阵（即矩阵的元素都是非负 
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数）称为行 （列）随机矩阵。 证明： 

(1) 非负矩阵是行随机矩阵当且仅当 Al „ = l s; 

• (2) 非负矩阵八〜是列随机矩阵当且仅当 = 

(3) 若 A, Xn ，氏 都是行（列）随机矩阵，则 AB 也是行（列）随机矩阵。 

(4) 可逆的行（列）随机矩阵的逆是行（列）和都为1的矩阵。 

10. 设 A =(&) 为实数域上的 n 级矩阵。证明 ：如果 

an Of i = 1,2 , ••• 


ciij <C 0 , i ★ j ， i,j = 

n 

= 0, i = 1，2,…， n ， 

> =i 

那么 rank ( A ) 1. 

提示： 从第 3 个条件看出， A 的每行的元素之和为0,因此 A 1„=0。 这表明齐次线 
性方程组 AX = 0 有非零解1„。从而 | A |=0。 

对 A 的前 n —1 行和前 n —\ 列组成的 n — l 级子矩阵 Aj 用补充题三第1题的结论。 

11. 元素全为整数的矩阵称为整数 矩阵。 对于一个整数矩阵 A ， 如果存在一个整数 

矩阵 B ， 使得 = 那么称 A 是 Z 上的可逆矩阵。证 明：整 数矩阵 A 是 Z 上的可 

逆矩阵当且仅当 | A |=±1。 

12. 考虑 n 个城市之间是否有航班连接的问题。令 




jl , 当城市 G 有直飞 C , 的 航班; 
' 0,否则， 

N . 


n 级矩阵 A 称为邻接矩阵。 证明： 从城市 C , 到 C , 所需要的航班个数等于使关0 
的最小正整数 Z 。 


证明 Q 到 C , 所需航班个数为 l <=> A ( i ;J 0 = l ; 

G 到 C , 所需航班个数为2 

<=» 存在々使得 AG ;々）= 1 且 Aa ; j ) = l ， 而 A ( i ； j )=0 


< > A 2 ( z .; j ) = ^ A(z ； m ) A ( m ；7 ) 9^ 0,而 = 0. 

m = \ 

假设对于从一个城市到另一个城市所需航班个数为 1-1 时，命题为真。则到 C , 
所需航班个数为 Z 

<^=>存在 G 使得 G 到 (^有 1 — S 个航班，且到 C , 有5个航班 0=1， 2, …， 
卜 1) 

<=>存在々使得乒0，且关0,而对一切爪6{1，2，."，”}，有 

A z — 广 1 ( i ； m ) — 0，或 A s (m ;)) =0 


n 

关0,而 

771 = 1 

n 

A^ 1 = GV— 广 1 = 0. 

m — 1 


由数学归纳法原理，命题为真。 


■ 


补充题四 
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13. 设8个城市<^，0： 2 ，…， C 8 之间航班的邻接矩阵 A 为 



从哪个城市到哪个城市恰好需要 2 个航班？ 

提示： 计算 A 2 ，然后用第 12 题的结论，可 得出： 

Q 到 C 5 ， Q 到 ， C 2 到 C 4 ， C 3 到 C 2 ， C 3 到 C 7 ， C 4 到 C 8 ， C 5 到 Q ， 

C5 到 C 4 ， C 6 到 C 7 ， C 7 到 C \ ， C 7 到 C5 ， C 8 到， Cs 到 C3 恰好需要 2 
个航班 D 


14. 证明 ：如果 A ^ A 2 ，… ，疋 都是 " 级上三角矩阵，且它们的主对角元全为0,那么 

Ai A. 2 …= 0 。 


提示：类似于本章 4. 2节例9的第 （1) 小题的充分性的证法。 

15. 求出数域 K 上所有2级对合矩阵。 


提 示：设 j 是数域 K 上2级对合矩阵，则 A 2 =厂于是 | A | 2 =1， 从 
而 | A |=± 1 . 

分 | A 1=1，| A |= — 1 两种情形讨论可得，数域 K 上所有 2 级对合矩阵是 

/1 0\ / 一 1 0 ^ ja b \ 

(0 1 );( 0 - l) ； (c ~ a\ a 十〜〜 6 K ， 

16. 求出数域 K 上所有2级幂等矩阵。 

提示： 设 A 是 2 级幂等矩阵，则 

rank ( A ) + rankd — A ) = 2 . 

按 rank ( A ) 分情形讨论得，数域 K 上所有 2 级幂等矩阵是 


/ 1 — kb b \ / a 1 — ha 、 

0,1, ( / , [ \ ， a ， b，k e K. 

\^( 1 — kb) kbj \ka 6 ( 1 _ ka)) 

*17. 设 A 是实数域上的 w 级矩阵，证明 ：如果 A 的所有顺序主子式都大于0,且 A 
的所有非主对角元都小于 0 ,那么 yr 1 的每个元素都大于 0 。 

提示： 对矩阵的级数《用数学归纳法。利用本章 4. 5节的例25和例16。 

18. 设 A 、 B 都是复数域上的 n 级矩阵，证 明： 

A — B 

- A + iB A — LB ， 

B A 

其中 i 2 = — l . 

提示： 作分块矩阵的初等行（列）变换。 
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19. 设 A 、 B 分别是矩阵，且 A 尹0。 证明： 

X n I Xl , 一 AB I = I Xl n — BA . 

提示： 用本章 4. 5 节的命题 2 的结论。 

20. 设 H 是实数域上的72级矩阵，它的元素为1或_1。如果 HiT = nJ， 那么称 H 
是《级 Hadamard 矩阵。 证明： 元素为1或 _1 的 w 级矩阵 H 是 Hadamard 矩阵当且仅 
当 H 的任意两行都正交。 

21. 说明下列矩阵都是 Hadamard 矩阵： 

1 1 1 
1—1 1 
1 1-1 
1 — 1 — 1 

22. 设焱=(^)，召=(~)分别是数域 iC 上的 n 级、 m 级矩阵。矩阵 


r a n B 

anB 

… a Xn B 

<221 B 

拳 

■ 

^2 22 B 

華 

_ 

… a Zn B 

餐 

■ 

■ 

a nl B 

琴 

a n2 B 

w 

攀 

… a m B 


称为 A 与 B 的 Kronecker 积，记作 A®B。 证明： 

(1) A®{B + C )= A ® B + A ® C ^ (2) (E + C)(x)A-ECx)A + C®A； 

(3) A(x)(^,B) — CkA . )(x)^ — k (A(x)5) ； (4) I „ I m — 1^ ； 

(5) (A®B)(g)C=A ③ （J3(g)C); (6) (AC)g)(BD) = (A®B) (C(x)D) ; 

(7) 若 A、B 都可逆，则 A ( g)B 也可逆，且 (A0B)- 1 = A ~ 1 ® B~ l ； 

(8) |八(8)別=|八卜旧|”，其中八、5分别是《级、饥级矩阵。 

提示： （1) 〜 （6) 可直接验证。 （7) 利用（6)。 

(8) |A(x)B| = | ( AI n )®( I m B ) I = I (A(x)7 m )(J„®B) | = | A®I m | 

23 •设 




H,= ， 

1 — 1 

、 > 

求 H ^ H , ，/ ; 并且说明它们都是 Hadamard 矩阵。 

24 . 设 H m . H n 分别是 m 级、 n 级 Hadamard 矩阵， 证明： H m ® H n 是 mn 级 
Hadamard 矩阵。 

25. 设 A 是数域 1C 上 n 级可逆矩阵， cr、p 是 iC 上 n 维列向量，且 l+^AHa^O。 
证明： 

(A + ap f )~ l = A- 1 - 1+ ^ A - lg A offA . 

提示： 用本章 4. 4 节例 10 的结论。 

26. 证明 ：如果 A、B 都是 n 级正交矩阵，且|义1 + |別=0，那么八+3不可逆。 

提示 ：类似 于本章 4. 4节的例11第 （1) 小题的证法。 


应用小 天地： 区组设计的关联矩阵 
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注： 补充题四的各题的详细解答可参看《高等代数学习指导书（上册）》的第 269-273 
页和第276〜285页。 


应用小 天地: 区组设计的关联矩阵 


设有7个水稻品种尺（^ = 1，2,…，7)，想通过种试验田来比较它们的优劣。为了减少 
(或避免)土壤的肥力不均匀对实验结果的影响，我们选择 7 块试验田（称为区组），每个区 
组本身的土壤肥力是均匀的。把每个区组均匀分成 3 小块，每一小块种一个品种的水稻。 
为了使每两个品种都能在同一个区组里相遇，以便比较它们的优劣，我们采用下述安排 
(用玖 表示第；个区 组）： 


B, 


b 2 


b 3 


b 4 


B s 


Be 


b 7 

p 1 


Pz 


Ps 



1 

1 

p 5 

1 

Pe 


p 7 

P2 

P 3 

p 4 

p 5 

Pe 

Pi 

Pi 

P, 

Ps 

Pe 

Pi 

Pi 

P 2 

P 3 


像这样安排试验称为区组设计。由此受到启发，引出下述 概念： 

定义 一个 区组设 计是把 r 个不同的对象编进6个区组里的一种安排方法，要求满 

足下面两个 条件： 

(1) 每个区组恰好包含々个不同的对象 （2<々< zO ; 

(2) 每两个不同的对象一起恰好出现在 A 个区组里，其中 v ， b ， k ， 人 称为参数。 

1. 一个参数为 （ i ，64， A ) 的区组设计可以用一个矩阵 M 来表示，其中 


〔1，当对象 P , 出现在区组 尽里， 

=J ― 

飞0,否则. 

这个矩阵 M 称为区组设计 的关联矩阵。 证明： 

(1) M 的每一列元素的和（简称为列和）都等于幻 

(2) M 的每两行的内积等于 A ; 

(3) M 的每一行元素的和（简称为行和）是个常数，它等于^把这个数记作 r ， 


从而有 


A(^ — 1) = r(k — 1) ; 


(4) vr=bk* 

证明 （1) 由区组设计的第1个条件得 

v 

2即; ）） = k, j = 1 ， 2 ,… ， 6 . 

1 = 1 

即 M 的每一列的列和都等于是。 
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(2) 取 M 的第 i 行和第 m 行，分别记作1，^。 

P t 与^^ 一起出现在区 组仏里 <=> = 1 且 M (/ n ;J ) = l 0 

于是由区组设计的第2个条件，得 

h 

(H) = y^M(z ； j)M(m ； j) = A. 

J = 1 

(3) 任意给定 z ‘ e { l ，2, …， i }， 同 n 表示第 z 行的行和。用两种方法计算行向量％ 
与其余行向量 U = 1 ，…， i — 1 w •十1，… ， i ) 的内积 之和： 

X) (n ，） = ( 卩一 da. 

I 关 i 

b h 

l^i l^i j = 1 _j = l 

~ 1 • (^ — 1) + 1 • (k — l ) + ”. + l •(是一 1) = ( 是 一1 ) r ,. 


因此 ( v — DX^Ck — Dri . 

由此得出 

X(v— 1) 

其中 f = l ，2, …，〜因此 Af 的每一行的行和是常数 A 
把这个常数记作『，则 

A (卩 一1) = r(k — 1). 

(4) 用两种方法计算 M 的元素之和，立即得到 

vr = bk , ■ 

点评 ：从第 1题的第（3)、（4)小题得 

—A(*a—1) L — Ai(i—1) 

r — k - 1~ ， k ( k - iy r 

因此今后写区组设计的参数时，只需要写出 （ W 々， A )。 

2. 设 M 是参数为 （ z ；4， A ) 的区组设计的关联矩阵，求 MM ' IMA ^ I ， ran k ( MM ')。 
解设 M 的行向量组为 y :， y 2 ，… I 。 

贝 [] MM / = ( y,，oO = 1 2 + 1 2 + …+ 1 2 = r . 


因此 


= ( n ) =又. 




( r - X ) I v +Xj , 


f 


(r 一 A ) ( h 十 


A 


r — A 


V -"-v 


(r — A ) 


V 


I 十 


A 


-A 


V 


(r — xy(l 


X 


-A 


v \ = (r — A 广 1 [r + Kr — 1)]. 


由于 


A ( t ; 一 1) = r(.k _ 1)，々〈 i ， 因此 r 〉 A 。 从而 |^1从 |尹0。于是 

rankCMM ^ = Ty . 
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3. 证明： 参数为 （ w 4， A ) 的区组设计必满足 

v b. 

证明 M 是实矩阵，于是 

b ^ rank(M) = rankCMM^ = v. ■ 

4. ^=6的区组设计称为对称设计。证 明：若 区组设计为对称设计，且它的关联矩阵 
为 M ， 则 

(1) r=k, X(v — 1) =k(k — 1) ; 

⑵ MM f = M f M ； 

(3) 当为偶数时4 一 A —定是平方数（即某个整数的平方）。 

证明 

(1) 由于训=敁，因此当1 = 6时，有 r = 从而 AG — l ) = 々 a — 1)。 

(2) 由于 rankCiW ^ rankCMMl ^ t ；， 因此 M 可逆。从而 

M ， M= Mr 1 MM f M = M- 1 [( 是 一 A)J + A/]M 

=(^-A)I + M- 1 A/M = (k-X)I + M~ l AkJ 
=(k-^I + M^kMJ = a-A)/ + A/= MM\ 

(3) 由于 

I MM f I =( 々一 A ， 1 [ 々十 A(w — 1)] = U-An 々 + K 々一 1)] 

=a — a )^ 2 ， 

I MM f I - I M I I I = I M I 2 . 


因此 



从而当 i 是偶数时，々一 A —定是平方数。 



第 5 章矩阵的相抵与相似 


从第1章至第4章可以发现，矩阵的初等行（列）变换起着十分重要的作用。自然要 
问 ：什么 样的两个矩阵能够经过初等行变换和初等列变换从一个变成另一个？也就是说， 
要利用矩阵的初等行（列）变换把数域 K 上 sXrz 矩阵的集合进行分类。我们将看到这种 
分类有许多应用。 

在许多实际问题中都要求计算一个《级矩阵 A 的方幂 A ' 有没有比较简便的方法 
求 A ， 有些特殊矩阵的方幂是很容易计算的，例如，对角矩阵 D = diag { A ， …，的方 
幂 ir ^ diagWr ， …，# h 如果能找到72级可逆矩阵 P ， 使得广 1 AP = D ，那么 A = 
PDP — \从而 

{PDP 1 ) (PDF -1 ) - (PDP^ 1 ) 

= PDD … DP— 1 = PD m P~\ 

于是也就较容易计算了。任给数域 K 上一个 w 级矩阵 A ，能否找到数域尺上《级可 
逆矩阵为对角矩阵？这需要研究形如 PH AP 这样的矩阵与矩阵 A 的关 
系，按这种关系把数域&上《级矩阵的集合进行分类。在讨论这种分类时，将涉及方阵 
的特征值和特征向量这两个重要概念，它们在数学的各个分支以及自然科学、工程技术中 
都十分有用。 

本章就是要研究矩阵的上述两种分类。 

5.1 等价关系与集合的划分 

5.1.1 内容精华 

我们经常需要把一个集合中的元素进行分类。通俗地说，分类就是要把具有某种关 
系的元素放在一起。在数学中，如何刻画元素之间的一种关系呢？由于元素之间的关系 
必然涉及到两个元素，因此首先引进一个概 念:设 S ， M 是两个集合，则集合 

{(a ， 6) | a 6 G iVf} 

称为 S 与 M 的笛卡儿积，记作 SXM ， 其中两个元素（〜，6 1 )与(^ 2 ,6 2 )如果满足 q = a 2 , 
且心=6 2 ，那么称它们相等，记作(^，&) = (〜，&)。其次我们从一个日常生活中的例子 
抽象出如何刻画元素之间的一种关系。 

北京大学数学科学学院某年级本科生组成的集合记作 S ， 其中数学系、概率统计系、 
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科学与工程计算系、信息科学系、金融数学系的学生组成的集合分别记作 Si 、 s 2 、 s 3 、 s 4 、 
S 5 。 设 a ，6 es ， 则 

a 与 6 是系友（指在同一个系) <=> ( a,We UCS.XSJo 

i = 1 

令 W ^ I ^ KS / S ,.)， 则 W 是 SXS 的一个子集。于是 

*= 1 

a 与6是系友 <=^( a ， W 6 W 。 

从而干脆把子集 W 叫做系友关系。由此抽象出下述 概念： 

定义1 设 S 是一个非空集合，我们把 SXS 的一个子集 W 叫做 S 上的一个 二元关 
系。 如果 U ， wew ， 那么称 a 与 6 有 W 关系； 如果那么称 a 与 b 没有 W 关 
系。当 a 与6有 W 关系时，记作或 a 〜6。 

定义2 集合 S 上的一个二元关系〜如果具有下述 性质： Va ，6， c 6 S ， 有 

(1) a 〜 a (反身 性）； 

(2) a 〜 b > b 〜 a (对称性）； 

(3) a 〜6且6 〜 c > a 〜 c (传递性）。 

那么称〜是 S 上的一个等价 关系。 

定义3 设〜是集合 S 上的一个等价关系， aeS ， 令 

— 制 

a {x : c 〜 a } ， 

称 G 是由 a 确定的等价类。 

事实1 aGa 0 于是也把5称为 a 的等价类。 

事实2 xa < > x 〜 a 。 

事实3 x = y < > x 〜: y 。 

证明 必要性。由于工6无且无二夕，因此，从而 x 〜: y 。 

充分性。设 J ： 〜: y 。 任取 c 6 f ， 则 c 〜 jc ，从而(:〜: y ，因此 c 6夕，从而夕。由于 
: y 〜： r ， 因此由刚才证得的结论得，夕 G 工。于是尤=夕。 ■ 

a 称为等价类 a 的一个代表。由事实3得， a 中每一个元素都可以作为 a 的一个 
代表。 

定理1 设〜是集合 S 上的一个等价关系，任取 a ，6 GS ， 则 a = b 或者 gW =0。 

证明 如果来证江 fU =0。 假如贝 !] cG 江且于是 c 〜 a 且 c 〜6, 
从而 a 〜6，故，矛盾。因此 ■ 
我们给集合的分类一个严格的 定义： 

定义4 如果集合 s 是一些非空子集 s ; aeJ ， 这里 J 表示指标集）的并集，并且其中 
不相等的子集一定不相交，那么称集合 { S t UfO 是 S 的一 个划分 ，记作 TT ( S )。 

利用集合 S 上的一个等价关系可以给出 S 的一个划分，即下述定理2: 

定理2 设〜是集合 S 上的一个等价关系，则所有等价类组成的集合是 S 的一个划 
分，记作 7 V 〜⑸ 。 

证明 vaes ， 有泛，因此 s = ua 。 据定理1得，如果泛#石，那么泛 ri 6=0。 从而 

a es 

所有等价类组成的集合是 S 的一个划分。 ■ 
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在整数集 Z 上定义一个二元关系 如下： 

def _ 

a 〜 b <=^ a 与6被7除所得余数相同， 

此时称 a 与6 模 7 同余 ，记作 a^Mmod 7)。 

显然，模7同余是 Z 上的一个等价关系，共有7个等价类，它们组成的集合是 Z 的一 
个 划分： 

10,1,2,3,4,5,6} 

也把这个集合称为 Z 对于模7同余关系的商集，记作 Z /(7)。 因此受到启发，抽象出下述 
概念： 

定义 S 设〜是集合 S 上的一个等价关系。由所有等价类组成的集合称为 S 对于关 
系〜的商集，记作 S / 〜。 

注意： S 的商集 S / 〜里的元素是 S 的子集，不是 S 的元素。 


5.1.2 典型例题 


例1 在实数集 R 上定义一个二元 关系： 

def 

a 〜 b < > a — bd 

证明： （1) 〜是 R 上的一个等价关系； 

(2) 任一等价类 a 可以找到一个唯一的代表，它属于[0，1)，从而 R 对于这个关系 
的商集（记作 R / Z ) 与区向[0，1)之间有一个——对应。 

证明 （1) 任取 a ，6， c6R ， 由于 a —a = 0 eZ ， 因此 a 〜 a 。 若 a 〜6,则 a —6 = m ，对某 
个 mGZ 。 于是 6 — mGZ ， 从而6〜 a D 若 < 2 〜6且6〜 c ， 则 a — 6 = — a = n ， 

m ， nd 从而 a —(a —W + (6 — c)=m + w6Z 。 因此 a 〜 c 。 这证明了〜是 R 上的一 - 
个等价关系。 

(2) 任一等价类互，设 [ m , m + 1 )， m6 Z ， 即 + 1 ，则 0 <a — m 〈 l 。即 

a —mG [0,1) o 由于 a — (a — 因此“〜^ — m ， 从而 a — 泛 。于是 a — m 可 

以作为5的一个代表。易证这样的代表是唯一的。 

我们约定&的一个代表“6[0，1)。令 

R/Z —^ [0,1) 


a I - ， a ， 

则 J 是商集 R / Z 到区间[0，1)的一个映射。显然 a 是满射，且 a 是单射。因此 a 是双射。 

■ 

例2 对于 a e R ， 用 La 」 表示小于或等于 a 的最大整数。在实数集 R 上定义一个二 
元 关系： 


证明： （1) 〜是 R 上的一个等价关系； 

(2) R 对于这个关系的商集 R / 〜与 Z 有一个——对应。 

证明 （1) 任取 R 。 由于 La 」 = 丨 a 」 ，因此 a 〜《。若 a 〜6,则 [ a 」 =0」，从 
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而6〜 a。 若 a 〜6且6〜 c, 则 | a」 = ' l &」，L 6 」 = L c 」 ，从而 L a 」 = Lc」。 因此 a 〜 c。 这证 
明了〜是 R 上一个等价关系。 

(2) 显然|_«」是 a 的一个代表。令 

a ： R/ 〜 - ^ Z 

a I - 」， 

则 a 是 R/ 〜到 Z 的一个映射，显然 a 是满射，且 a 是单射。因此 a 是双射。 ■ 

例3在平面 7 T (点集）上定义一个二元 关系： 

^ 、乃 / 、 def ™ h „ 

Pi (工1，: yi ) 〜 尸2 ( 工2，％ ) <=> A — X 2 6 Z 且: Vl — % 6 Z， 

(1) 说明〜是平面 ；r 上的一个等价关系。 

(2) 点 P(|，f) 的等价类 P 是 7T 的什么样的 子集？ 

(3) 平面 7T 对于这个关系的商集 ；r/ 〜 与平面 7T 的哪个子集有一个 一一 对应？ 

解 （1) 任取/^(4，：^)671*，/=1，2,3。由于：^—4=062：，乂 =06 Z， 因此 
f \ 〜 P t 。若 Pi 〜 P 2 ，则 A ~ JC 2 6 Z 且）1 — 3? 2 6 Z。 从而 JC 2 — x Y e Z 且 ％ — yi 6 Z， 因此 
巧〜仏。关于传递性的证明留给同学们。 

(2) 点 P(+， 音)的等价类 P= J(y+m,-|- + n)|m,72ezj 0 如图 5-1 所示， P 是由 
小正方形的顶点组成的。 

(3) 如图 5-1 所示，用 D 表示正方形 OAJ3C 内部的所有点和边 OA、OC 上的点组成 
的集合，由于任一等价类 ® 可以找到唯一的一个代表，它属于 D (类似于例1第 （2) 小题 
的证法），因此把等价类 M 对应到它的这个代表的法则〃是 ;r/ 〜到 D 的一个双射。 

例4设 ; r。 是几何空间V中经过原点 O 的一个平面，如图 5-2 所示。在V上规定一 
个二元 关系： 

_ def _ 

a 〜 J5 <= ~> a—pe?r。. 

(1) 说明〜是 V 上的一个等价关系. 

( 2 ) p 的等价类@是什么样的图形？ 

(3) 商集V/〜（也记作 V/V。） 与V的哪个图形之间有一个——对应？ 

解 U) 由于过原点 O 的平面〜是几何空间V的一个子空间，因此容易验证〜具有 
反身性，对称性和传递性。请同学们写出细节。 

(2) p = {aGV|a~PG tto) = {aG VI 7r 0 } = {J5 +t/| ijGtto } =p+7t 0 , 

于是当 P ^ O 时肩是由平面； r。 沿向量 P 平移得到的图形。因此当 P 关0时，吞是经过向 
量 P 的终点且与 7T。 平行的平面 7T, 如图 5-2 所示。当/?=0时，彦就是平面 7T 0 。 

(3) 由第 （2) 小题知道，商集 V /& 是由平面 7 T。 以及所有与 7T。 平行的平面组成的集 
合。我们可以把所有等价类的代表都取成过原点◦的一条直线 L 上的向量，例如，4是 
过原点 O 且方向向量为 P 的一条直线。于是等价类到它的这种代表的对应法则就是商 
集 V/7T。 到直线&的一个映射。显然 a 是满射和单射（因为经过一个点有且只有一个平 
面与 7T0 平行），从而 J 是双射。 
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习题5, 1 

1 . 在平面 7 T (点集）上定义一个二元 关系： 

def 

p 〜 Q <==> P 与 Q 位于同一条水平线上（与: r 轴平行或重合的直线）。 

(1 ) 说明〜是 tt 上的一个等价 关系； （2 ) 商集 ; r / 〜是由哪些图形组成的集合？ 

2 . 设 V 是几何空间（由以原点 O 为起点的所有向量组成）， Z 。 是过原点 O 的一条直 
线，在 V 上定义一个二元 关系： 

„ def , 

a 〜 p < > a _ p G I 。 

(1 ) 说明〜是 V 上的一个等价关系。 （2) p 的等价类0是什么样的图形？ 

(3) 商集 V /〜（也记作 V "。）与 V 的哪个图形之间有一个 一一 对应？ 

3. 写出 Z 对于模2同余关系的商集 Z /(2) ，它的元素是 Z 的什么样的子集？ 

4. 写出 Z 对于模3同余关系的商集 Z /(3) ，它的元素是 Z 的什么样的子集？ 

5. 设 S ={ a ，6，<:} ，问： S 有多少种划分？ S 有多少个不同的商集？ 


5.2 矩阵的相抵 


5.2.1 内容精华 

数域 K 上所有 sXn 矩阵组成的集合记作 Af sX „( K )， 当 s = n 时， M „ x „00 简记作 
MOC ) ，即 M n ( iO 表示数域 K 上所有 W 级矩阵组成的集合。 

定义1 对于数域 K 上的 sXn 矩阵 A 和 B ， 如果从 A 经过一系列初等行变换和初 
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相抵 

等列变换能变成矩阵 B ，那么称 A 与 B 是 相抵的 ，记作 A 〜 B 。 

相抵是集合 M sXn (/ C ) 上的一^个二兀关系。容易验证相抵是 ( K ) 上的一个等价 
关系。在相抵关系下，矩阵 A 的等价类称为 A 的相 抵类。 

事实1 数域 K 上 sXn 矩阵 A 与 B 相抵 
<=> A 经过初等行变换和初等列变换变成 B ， 

存在 K 上 s 级初等矩阵，…，尺与《级初等矩阵 ，…， Q m ，使得 

<=> 存在 K 上 s 级可逆矩阵户与《级可逆矩阵 Q ， 使得 

PAQ = B . (1) 

定理1 设数域 K 上 sXn 矩阵 A 的秩为 r 。 如果 r >0, 那么 A 相抵于下述形式的矩阵 



( 2 ) 


称矩阵 （2) 为 A 的 相抵标准形； 如果 r =0, 那么 A 相抵于零矩阵，此时称 A 的相抵标准形 
是零矩阵。 


证明 设 r >0。 把 A 经过初等行变换化成简化行阶梯形矩阵，再经过一些适当的两 
列互换，可以化成下述矩阵 G : 


1 0 
0 1 


0 0 Ciw … c u > 

0 … 0 C 2 ， h~i … c 2 „ 


G 





m m m 



[ 0 0 0 0 0 0 J 

把 G 的第 1 列的 一 Ckw ，… ，一 C ln 倍分别加到第 r + 1 ， …， n 列上； 接着把所得矩阵的第 2 
歹 I ]的一 c 2 ， r+1 ，…，一 C 2 n 倍分别加到第 r + 1 ，…， W 列 上；… ； 最后把所得矩阵的第 r 列的 


_ Cv +1 ，…， 一 倍分别加到第 r + 1， …， n 列上，便得到矩阵 U 。 因此 A 相抵于这 

个矩阵。 ■ 

定理2 数域 K 上 sXn 矩阵 A 与 B 相抵当且仅当它们的秩相等。 

证明 必要性。根据初等行（列）变换不改变矩阵的秩立即得到。 

充分性。由于 A 与 B 的秩相等，因此它们的相抵标准形相等。由相抵的对称性和传 
递性立即得到 A 与 B 相抵。 ■ 

从定理2看出，在集合 M , X „( K ) 中，对于 0< r < minh ， W } ，秩为 r 的所有矩阵恰好组 
成一个相抵类。从而 M sX „( K ) —共有 l + min { s ， w } 个相抵类。 

由于在同一个相抵类里的矩阵，它们的秩相等，因此称矩阵的秩是相抵关系下的不变 
量，简称为相抵不变量。又由于秩相等的矩阵在同一个相抵类里，因此矩阵的秩 
: [相抵 类。从而称矩阵的秩是相抵关系下的完全不变量。 '''' 

' 一般地，设〜是集合 S 上的一个等价关系，一种量或一种表达式如果对于同一个等 
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价类里的元素是相等的，那么称这种量或表达式是 一个不 变置； 恰好能完全决定等价类的 
一 组不变量称为 完全不 变量。 

从事实1和定理1立即得到 

推论1 设数域 K 上 s Xn 矩阵 A 的秩为 r ( r >0) ，则存在 K 上的 s 级、 n 级可逆矩阵 
P 、 Q ， 使得 

/ I r 0 V 

A = P ( \ Q . (3) 

把矩阵 A 表示成 (3) 式，突显了 A 的秩为 r ， 因此在有关矩阵的秩的问题中， （3) 式是很有用的。 

5.2.2 典型例题 


例1 求下述矩阵 A 的相抵标准形: 


解法 _ 




10 




rl 

- 3 

5 



rl 

— 3 

5 



「1 

— 3 

0 

17] 

A - 

- ► 

0 

- 2 

11 

— 3 

- ► 

0 

1 

— 5 

0 

- > 

0 

1 

0 

-15 



0 

1 

-5 

0 

J 


0 

V 

0 

1 

— 3 

j 


0 

0 

1 

— 3 

j 


rl 

0 

0 

— 28、 


rl 

0 

0 

0 1 

0 

1 

0 

-15 

- ► 

0 

1 

0 

0 

0 

V 

0 

1 

— 3 


0 

V 

0 

1 

0 

J 


因此 A 的相抵标准形是 （ J 3 ,0)。 

解法二 只要求出了 A 的秩，就可以写出 A 的相低标准形。显然 A 左上角的2阶子 
式不为0,再看3阶 子式： 



0 

0 


-3 
— 2 


5 

11 
— 5 


— 2 11 
1 -5 


^ 0 . 


又 A 只有3行，因此 ran k ( A )=3。 从而 A 的相抵标准形为 


(J 3 ,0). 

点评： 显然，例1的解法二比解法一简便得多，原因在于运用了定理1，这说明掌握理 
论的重要性。此外，在求矩阵 A 的秩时，利用 A 的秩等于它的不为0的子式的最高阶数 
比用初等行变换化成阶梯形矩阵的计算量要小些。这体现了矩阵的秩的概念的深刻性。 
例 2 证明： 任意一个秩为 r ( r >0) 的矩阵都可以表示成 r 个秩为1的矩阵之和。 
证明 设 sXrz 矩阵 A 的秩为 r ( r >0) ，则存在 s 级、 n 级可逆矩阵 P 、 Q 使得 


A=P (o :卜他+一+⑽ 

- PEnQ 十 PE 22 Q + … + PLQ . 
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由于^的秩为1，因此，的秩也为1。 ■ 

例 3设 A 是数域 K 上 sXn 矩阵， 证明： A 的秩为 r 当且仅当存在数域 K 上 sXr •歹 lj 
满秩矩阵 B 与 rXn 行满秩矩阵 C ， 使得八二召乙。 

证明 必要性。设 A 的秩为 r ， 则存在数域 K 上 s 级、72级可逆矩阵 P 、 Q ， 使得 


A = P 





r 行 


/Qi \ 

由于 p 是可逆矩阵，因此 p 的列向量组线性无关。从而 a 的列向量组线性无关。于是 
rankCPJ ^^, 即匕是 sXr 列满秩矩阵。类似地可证 rankCQ ^ ) = r ■，因此 Q 是 rXn 行满 
秩矩阵。，即得 a = bc d 

充分性。设 A = BC ， 其中 B 是 sXr 列满秩矩阵， C 是 rXn 行满秩矩阵。由于 

rank ( BC ) ^ rank ( E ) = r , 

rank ( BC ) ^ rank ( B ) + rank ( C ) — r = r ， 

因此 rank ( EC ) = r ，即 rank ( A ) = r . ■ 

点评例 3 的必要性在第 4 章 4. 3 节的例4已证过。现在用推论1和矩阵的分块给 
出了另一证法。 

例4 设氏， B 2 都是数域 K 上 sXr 列满秩矩阵，证 明：存 在数域 K 上 s 级可逆矩阵 
P ， 使得 

B z - PB ,. 

证明 由于氏是 sXr 列满秩矩阵，因此 


从而存在 s 级可逆矩阵，使得 


B, 


初等行变换 


r 


0 


PiB x 


同理，存在 s 级可逆矩阵 P 2 , 使得 



P2B2 




从而 P \ B \ = P 2 B2 . 

于是 B , = { PT l P 2 ) B z . 

令 P - P 7 l P 2 ,mPMs 级可逆矩阵，使得私 = PB 2 . 

例 S 证明 ：任一 n 级非零矩阵都可以表示成形如这样的矩阵的乘积。 
证明 设 n 级矩阵 A 的秩为 r ( r >0)。 则存在 n 级可逆矩阵 P 、 Q ， 使得 



A 



可逆矩阵 P . Q 都可以分别表示成一些初等矩阵的乘积。据 4. 2节的习题 4. 2的第10、11 
题，初等矩阵和对角矩阵 D = diag { l ， …，1，0,…， 0} 都可以表示成形如/+〜£：〃的这样的 
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矩阵的乘积，因此矩阵 A 可以表示成这样的矩阵的乘积。 ■ 

例6 设 A 是实数域上的 / z 级对称矩阵，且 A 的秩为 r ( r >0)。 证明： 

(1) A 至少有一个 r 阶主子式不为0; 

(2) A 的所有不等于0的 r 阶主子式都同号。 

证明 （1) 设 A 的行向量组为 yi ， y 2 ，…，，则 A ' 的列向量组是，…，/„。由 
于 A '= A ， 因此 A 的列向量组为 y ' uy % ，…，/„。取 A 的行向量组的一个极大线性无关 
组，…，八，则7,/，7,/，一，7,./是益的列向量组的一个极大线性无关组。据 4. 2节 
的典型例题的例6的结论，得 


A ( 0. 

\^1 Jt2 ，… fir / 

(2) 由于 rank ( A )= r ， 因此存在 n 级可逆矩阵 P 、 Q ， 使 

/ I r 0 \ 

A = P (o o) Q - 

由于 V = A ， 因此 


从而 

令 


代人 （4) 得 

由 （6) 式得， 
从而 

于是 


因此 


Q f 






Q . 



Q f 







rank ( A ) — rank 


H / 


0 



= rankCHi = rank ( H L ). 


从而是可逆的 r 级对称矩阵。 

对于矩阵 A 的分解式 （7) 用 4. 3节的命题1的结论得 


A 


/ ki ，是2， ••• 

V^i ^k 2 


fk r 

， k r 





ki ， k z ，… jk r 

9 02 ，… yUr 





H / 

0 



p f 


Ui fU2 f 

H … 


， U r 




(4) 

(5) 


( 6 ) 


(7) 


5.2 矩阵的相抵 
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鬱 




々1 jk 2 ，•••，々 


U\ ，的 ，… yOr 




^1 0 \ / 0 \ ， t ；2 ， 


• « • 




0 0 


p 


f / 川 ，"2 






袅1 ，々2 ，… ， k r \ / H / 0 


Ui jU 2 y *" yO t 


P 


ki ， k z ，…， k 


1，2, 


i H / I P 


0 0 

, /1，2,…， 


Ui ^02 J 

1，2，.. 


套•参 


jU 


"1，"2 ，…，" 

1，2, 


r 


々1 ， k 2 ，…， k 


r 


• • • 


P f 


ki jk 2 ，… ， k r 


…, r 


k \ ，是 2 ，…， k r 


P 


々1 ，々2 ，…，是 r 、- 

1，2, ••• ,r 


2 


H \ 


由 （8) 式看出， A 的任一不等于 0 的 r 阶主子式都与 I H / I 同号。 
例7 设 A 、 JB 分别是 sXn 、 n Xm 矩阵， 证明： 
rank ( AB ) = rank ( A ) + rank ( B ) —n 充分必要条件是 


( 8 ) 


■ 


A 0 
乙 B 


相抵 


A 

0 



证明 作分块矩阵的初等行（列） 变换： 


0 \ ① + a •② 


A 


0 


A 




0 


n 


0 


I n I ① + ② （ _ B ) 


B 


n 


A 


0 






(0,®) \ I n —B ( D ( - U 


A 0 
L B 


因此 


rank 


0 


0 


rank 


A 


n 


0 

B 


从而 


rank ( AE ) = rank ( A ) + rank ( JB ) — n 


rank 


AB 0 


< 


rank 


0 

A 


rank 


n 


A 0 
0 B 


n 


A 0 
7. B 


0 
B 

相抵 


rank 


A 0 
0 B 


A 

0 



■ 


例 8 设 A 、 B 分别是数域 K 上 s 父 71 、 X 矩阵，证明：矩阵方程 > A 有解的充 
分必要条件是 


rank ( AB ) = rank ( A ). 

证明 设 A 的列向量组是 ai ， a2 ，…， a „，AB 的列向量组是 U 2 ，…，心。 在 4. 3 节 
的定理 1 已证 灰 ， S Z ，…， S m 可由 a !， a 2 ，…， 线性表出。据第 4. 5 节的例 10 的结论得 

矩阵方程 ABX = A 有解 

<==> rank ( AB ) ^ rankCAB ^) 

<=> rankj ^ ，5 2 ，… } = rank {5 i ，5 2 ，… ，5 m ， ffi ， a 2 ，…， } 

^ > {5 i ， 62 ，…，，占 2 ，… ，5 m .， fti ， ct2 ，… ， tt „} 
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a!，cf 2 , •”，可以由&，5 2 ，…， 5 m 线性表出 

‘ 、 { ai ， a 2 ， …， a „} 兰 {5 i ，5 2 ，…， 

<=> ranWfl^ ， a 2 ，…， } = rank{6i ， 5 2 ， … ， S m } 

<=> rank(A) = rank(AB). 



习题 5. 2 


1. 求下列矩阵的相抵标准形 
( 1 ) 


r 1 

-i 

3、 


r 1 

-i 

3 

2 1 

-2 

3 

-ii 

■ 

， 

— 2 

3 

-11 

5 

4 

V 

— 5 

17 

/ 


4 

s 

— 5 

17 

3 

> 


(3) 


— 21 


-3 


4 


. 判别下列两个矩阵是否相抵 



3. 设 G，C 2 都是数域上 rXn 行满秩矩阵，证 明：存 在数域 K 上的 n 级可逆矩阵 
Q， 使得 

4. 设 A 是实数域上的 n 级斜对称矩阵，且 A 的秩为 r(r>0)。 证明： 

(1) A 至少有一个 r 阶主子式不为0; 

(2) A 的所有不等于0的 r 阶主子式都同号。 

5. 设 A、B、C* 分别 是 ： s 乂 n 、 nyim 、 my<t 矩阵， 证明： rank ( ABC ) — rank ( AB ) + 


rank(BC)-rank(B) 的充分必要条件是 


( AB 0 \ 相抵 /AB 0 \ 

( B BC) 〜 （ 0 BCj 

^6. 设 A、B 都是 n 级矩阵，证 明： 

rank(J — AB ) ^ rank(7 — A) + rank(J — B). 

”• 设 A、B 都是《级矩阵，证明 ：如果 AB = BA = 0, 且 r ank(A 2 )=rank(A)， 那么 

rank(A + E) = rank(A) + rank(B). 


# 8. 设 A、B 都是 n 级矩阵，证明 ：如果 = = 那么存在正整数 m， 使得 

rankCA^+B^) = rank(A m ) +rank(B WI ). 


5.3 广义逆矩阵 


5.3.1 内容精华 


线性方程组 AX = p ，如果 A 可逆，那么它有唯一解 ： X = AHp 。 如果 A 不可逆，但 
是 AX = p 有解，那么它的解是否也有类似的简洁公式 表达？ 这需要先分析 A - 1 的 
性质。 

如果 A 可逆，那么 AA - 1 =7。两边右乘 A ， 得 

AA _1 A ^ A . (1) 

(1) 式表 明：当 A 可逆时，是矩阵方程的一个解。因此受到启发，当 A 不可 
逆时，为了找到的替代物，应当去找矩阵方程 AXA = A 的解。 

定理1设 A 是数域 K 上 sXn 非零矩阵，则矩阵方程 

AXA = A (2) 

一定有解。如果 rank ( A ) 并且 

/ I r 0 \ 

A - Pf )Q ， (3) 

其中 P ， Q 分别是 K 上 s 级、 n 级可逆矩阵，那么矩阵方程 （2) 的通解为 

( l r B, 

X = Q - 1 ) p -\ (4) 

1 C D ) 

其中 B , C , D 分别是数域 K 上任意的 r X (^― r ) , (tz — r ) X r , ( n ~ r ) X r ) 矩阵。 

证明 如果 X = G 是矩阵方程 （2) 的一个解，则 

AGA = A . (5) 

把 （3) 式代入 （5) 式，得 

/J r 0\ /I r 0 \ il r 0 \ 

p )qgp )Q = P ] Q ， 

\ 0 0/ \ o o) \0 0) 

上式两边左乘，右乘 Q 4 ，得 



mQGP 写成分块矩阵的 形式: 


0 QGP 0 




( 6 ) 


代人 （6) 式得 



(7) 


_ 
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即 


H 0 


r 


0 0 


0 



(8) 


由此得出，于是从 (7) 式推出 


G 


- /" V'l 


r 


B 


C D 


P 


一 i 


⑼ 


下面我们来证 :对于 任意的 rXG — r)，（n — r ) Xr，U — r)X (s — r ) 矩阵仏 C ， D ， 由 
(9) 式给出的 G 确实是矩阵方程 AXA = A 的解。用 G 代替 X 后，方程的左边为 

fl r 0 、 “I r B, ( l r 0 、 

aga = p ( ) qq ^ L , ^) p~ 1 p W 

0 0 Ic D \ 0 0 


P 


I r 0 
0 0 
L 0 


I r B 
C D 


r 


0 


0 0 


Q 


F( 0 o' Q 


A . 



而方程 （2) 的右边也是 A ，因此 G 是矩阵方程 （2) 的解。这样就证明了矩阵方程 AXA = X 
一定有解，并且求出了它的通解是 （4) 式所表示的矩阵。 

定义1 设 A 是数域 K 上矩阵，矩阵方程 AXA = A 的每一个解都称为 A 的 
个广义 逆矩阵 ，简称为 A 的广 义逆 ，用 / T 表示 A 的任意一个广义逆。 


从定义1得出 


AA^A = A. 


( 10 ) 


从定理1得出，当 A #0 时，设 rank ( A ) = r ，且 


A 


I r 0 

Pi \Q^ 

0 0 


则 


A 


i-i 


r 


B 


C D 


P 


一 i 


(id 


从定义 1 得出，任意一个 nXs 矩阵都是 0 sX „ 的广义逆。 

定理2 (非齐次线性方程组的相容性定理）非齐次线性方程组 


P 有解的充分 


必要条件是 


P 


( 12 ) 


证明 必要性。设 AX =/ J 有解《，则 


P 


P = Aa = AA ~ Aa = 

充分性。设/?=八八-多，则 Aj 是的解。 

定理3 (非齐次线性方程组的解的结构定理）非齐次线性方程组 



P 有解时，它 


的通解为 


X = A 


(13) 


证明 设 y 是的一个解，则设 


5.3 广义逆矩阵 
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f I r 0, 

叫 o o ) Q ， 

其中 P 、 Q 分别是数域 K ： 上 S 级、 rz 级可逆矩阵。则 



P — 1 



为了求 y 的表达式，先求 Qy 的表达式。把 Qy 写成分块矩阵的形式 


Qr 


!^、}r 

Y 2 )}n — 


P 1 P 



)s~ 


r 


代人 （15) 式得 



由此得出 ， Yl = ^l yO — Z 2 o 


(14) 


(15) 


(16) 


(17) 


还需要写出 y 2 的表达式。由于 p 參0,因此 pjp 弇0。从而厶关0。设& = 
( h ，…， D '， 其中 k ^0 o 在 A - 的表达式 （11) 中，取 C 为 

C = (0，".，0,是广¥ 2 ，0,…，0)_ (18) 


则 


于是 


卜 1 ] 

畢 

# 

CZi = (0,… ， 0 ， d ， 0, … ， 0) = y 2 . 

% 

參 

參 

K 

\ J 


(19) 


由此得出 







A- p, 


其中 A — 的表达式 （11) 中 ， B = 0 ，D = 0， C 由 （18) 式给出。这证明了线性方程组 
任意一个解7可以写出 


7 = A p. 

反之，对于任意的 A — ，由于有解，据定理2得， / J = AA - p ， 因此 A - p 是 
的解。 


综上所述得， AX = p 有解时，它的通解是 

X = A P ， 

其中 A " 是 A 的任意一个广义逆。 



从定理3看出，任意非齐次线性方程组 


P 有解时，它的通解有简洁漂亮的形 


式： X=A 


定理4 (齐次线性方程组的解的结构定理）数域 K 上 rz 元齐次线性方程组 AX = 0 
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的通解为 


X = u n —A~A)Z 9 (20) 

其中是 A 的任意给定的一个广义逆， Z 取遍 iC ” 中任意列向量。 

证明任取 zeK % 有 

A[(7 W - A~A)Z] = (A —AA-A)Z = (A~ A)Z = 0, 

因此叉 =( I „— A — A ) Z 是齐次线性方程组 >Ur = 0 的解。 

反之，设 ij 是 AX = 0 的 一 '个解，则 

( I n — A - A) ti — t] — A _ Ai| = 7j. 

综上所述， X =( X — A - A ) Z 是齐次线性方程组 AA ： = 0 的通解。 ■ 

推论1设数域 Kin 元非齐次线性方程组有解，则它的通解为 

X = A— 办十 — A—A)Z ， (21) 

其中是 A 的任意给定的一个广义逆， Z 取遍中任意列向量。 

证明由于 A — 是的 一 * 个解，且 d — A A ) Z 是导出方程组 AA " = 0的通解， 

因此 X = A - p +( X — A — A)Z 是 通解。 ■ 

一般情况下，矩阵方程 AXA = A 的解不唯一，从而 A 的广义逆不唯一。但是有时我 
们希望 A 的满足特殊条件的广义逆是唯一的。这就引出下述概念。 

定义 2设 A 是复数域上 sXn 矩阵，矩阵方程组 

r AXA = A, 

XAX = X, 

'(AX)* = AX ， (22) 

(XA)* = XA ， 

称为 A 的 Penrose 方程组 ，它的解称为 A 的 Moore-Penrose 广义逆 ，记作 A + 。 （ 22) 式中 

( AXr 表示把 AX 的每个元素取共轭复数得到的矩阵再转置。 

定理 5如果 A 是复数域上 sXn 非零矩阵， A 的 Penrose 方程组总是有解，并且它 
的解唯一。设 A = BC ， 其中 B 、 C 分别是列满秩与行满秩矩阵，则 Penrose 方程组的唯一 

解是 

X = C* (CC* )- 1 (B # E)~ 1 B # . (23) 

证明 把 （ 23) 式代入 Penrose 方程组的每一个方程，验证每一个方程都变成恒等式： 

AXA= (BC)C # (CC* (BC) = BC = A ， 

XAX= C* (CC^ )—B 广 1 (BC)C* (CC* )—】（f B)—W 
= C* CCC* = X ， 

(AX)* = X*A* = BrYCCT )— 

- B { B * By l B * = b ( cc * )(ccr a * = ax , 

(XA)* = A*X* - C* B* )" ] C 

- C* (CC* )~ l C = C* (CC* )~ 1 (B* ByHB* B)C = XA. 

因此 （ 12) 式的确是 Penrose 方程组的解。 


下面证解的唯一性。设不和 X 2 都是 Penrose 方程组的解。则 

X a = XiAXi = X 1 (AX 2 A)X 1 = X 1 (AX 2 )(AX 1 ) 


5.3 广义逆矩阵 
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= (AX!>^ =X 1 (AX 1 AX 2 ：T = XiX ； (AX 2 A) # 

=m* = x 1 (ax 2 )* = iax 2 = X!(ax 2 a)x 2 

=(XiAKXaA)^ - (XiA)* (X 2 A)* X 2 = (^AXjr X 2 

=(X 2 A)*X 2 = x 2 ax 2 = x 2 . 

这证明了 Penrose 方程组的解的唯一性。 ■ 

设^ 是零矩阵的 Moore - Penrose 广义逆，则 

X 0 = X 0 OX Q = 0 

显然0是零矩阵的 Penrose 方程组的解。因此零矩阵的 Moore - Penrose 广义逆是零矩 
阵自身。 

综上所述，对任意复矩阵 A ， A 的 Moore - Penrose 广义逆存在且唯一。 

注：据 4. 3节的习题 4. 3第6题的结论得 

rankCCC * ) = rank ( C ) = r . 

因此 CCT 是 r 级满秩矩阵。从而 CC # 可逆。类似地，可逆。 

5.3.2 典型例题 


例1设 A 是数域 K 上 sXn 矩阵，证明 ：如果 A 行满秩，那么有 


证明 


从而 


由于 rank ( A ) 




因此存在 s 级、 n 级可逆矩阵 P 、 Q 使得 
A = J ° a ，0) Q . 


A 一 





P 


-1 


于是 


AA - = P (/ s ,0) QQ ~ 1 
= PI . P 1 = I st 



例 2 设 A 、 B 分别是数域 K 上 sXnaXm 非零矩阵，证 明：矩 阵方程 AX = B 有解的 
充分必要条件是 


B = AA~B 9 


在有解时，它的通解为 

X = A-B+a n -A~A)W, 

其中 W 是任意 nXm 矩阵， A " 是 A 的任意取定的一个广义逆。 

证明必要性。设 = B 有解 X = G ，则 AG = B 。 因为 A = AA — A ， 所以 

B = AG = AAAG = AA^B. 


充分性。设 JB = AA - B ， 则 A — B 是 = B 的解。 

任意取定 A 的一个广义逆 A_ ，则对于任意 n 乂 m 矩阵 W， 有 

A [( J m - A ~ A ) W ] = { A - AA ~ A)W = ( A ~ A)W = 0. 

因此 （J „— A - A ) W 是 AX = 0 的解。 


■ 
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反之，设 H 是 AX = 0 的解，则 


(h — A—A)H = H — A~ AH = H. 


综上所述 ，（了 n — A A ) W 是 AX = 0 的通解。于是 A — JB+d — A ~ A ) W 是 AX — B 
的通解。 _ 

例 3 设 A 是复数域上的 sXn 矩阵， 证明： 

( A + )十= A . 

证明 A + 是 A 的 Penrose 方程组的解，因此 

< AA 十 A = A , 

A + AA += A +， 

^ (AA”* = AA + , 

( A + A ” = A + A . 

这表明 A 是 A + 的 Penrose 方程组的解。由于解唯一，因此 

A = ( A +) 十， ■ 

例4 设 B 、 C 分别是复数域上 sXr 、 rXn 列满秩、行满秩矩阵，则 

(BCy= B+. 


证明 4 A = BC 0 据本节定理5的 （23) 式得 

A + = C * ( CC * )-W . 

由于 B = BJ r ， C = I r C ， 因此仍由 （23) 式得 

B + = I ； ( I r I ； )- 1 ( B # B )~ 1 E * = ( B ^ , 

C ^= C * ( CC * )- 1 ( J ；7 r )~ 1 J ； = C * ( CC * )-、 

由上述推出， C + B += C * ( CC # = A + = ( BC ) + . 

注 意：一 般地， （ AB )+ 乒 B + A + 。 ■ 

例5设 A 、 B 分别是数域 K 上矩阵。 证明： 

rank(A — ABA ) = rank ( A ) + rank (/„ — BA ) ~ n . (24) 

证明 据 4. 5 节的例 2 的 Sylvester 秩不等式得 

rank(A — ABA ) = rank [ A (— BA )] ^ rank ( A ) + rank ( — BA ) — n . 

下面只要证： rank ( A ~ ABA ) + n ^ rank ( A ) + rank ( J „ — BA ). 


A 


0 


② +B . ① / A 


0 


0 I n ~ BA 




BA I — BA J ② + ① 


A A v ① + (— a ) •② /A — ABA 0 




BA 


n 


BA 


n 


于是 


rank(A) + rank(I rt — BA)= rank 


A 

0 


0 


n 


BA 


rank 


A —ABA 0 


BA 


n 


^ rank( A — ABA) + rank( I n ) 

=rank(A — ABA ) + n. 

因此 rank (A — ABA) = rank(A) + rank (/ fl — BA) — n. ■ 

例 6 设 A 是数域 K 上矩阵， 证明： B 是 A 的一个广义逆的充分必要条件是 


5.3 广义逆矩阵 
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rank ( A ) + rank (忍一 BA ) — n 


(25) 


证明 由例5的结论立即得到 
B 是 A 的一个广义逆<=^ 


> ABA=A 
<=^ rank(A — ABA )=0 
< > rank ( A ) + rank ( J rt — BA ) = n , 

例 7 设 A 是数域 K 上 sXn 非零矩阵， 证明： 

rank ( A _ A ) = rank ( A )* 

证明 设 r ank ( A ) = r ， 则存在 s 钣、 n 级可逆矩阵 P 、 Q ，使得 


■ 


(26) 


A = P 


(L o^ 
0 0 


Q. 


从而 


A 


Q 1 


(L B i 
C D 


P 


-i 


于是 


A~ A — Q 


，- 1 


(Ir B 

C D 


p—ip 


(L Ol 


0 0 


Q = Q — 1 


(Ir Ol 

C 0 


Q. 


因此 

又有 

从而 


rank(A"A) = rank 


r 


0 


C 0 


^ rank(7 r ) 


rank(A^A) ^ rank(A) = r 


rank(A _ A) 


rank(A) 



例 8 设 A 、 B 、 C 分别是数域 K 上 sXnJXmjXm 非零矩阵，证明 ：存在 A 的一个 


广义逆 A — 和 B 的一个广义逆，使得 


rank 


rA C^ 
0 B 


rank(A) + rank(B) + rank[(I s — 




(27) 


证明 设 rank(A) ty^rankCB) = Z 。则 


A = Pi 


(Ir 0) 
0 0 


Q ” 


B = P 2 


(L o 

0 0 




Qz ， 


其中 A 、 Qi 、 P 2 、 Q 2 分别是 sU 、 n 级、 Z 级、 m 级可逆矩阵。于是 


A 


取 则 


Q 


「I 


I r G , 
H , A 


P 


一 1 


B 


Q2 


，- 1 


It g 2 ^ 

H z D 2 


P 


一 1 


AA 


Pi 


(Ir 0 、 
0 0 


p 


一 1 


B~B = Ql l 


(L 0 、 


0 0 


Qz 


a - 






L — P \ 


(Ir 0^ 
0 0 


FT 1 


C 


K - Qz l 


(h 

0 0 


Q2 


Pi 


r0 0 
0 L 一 


Pj l CQ l 


0 0 


0 


Q 
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令 

则 

于是 



a s -AA~)Ca m ~B~B) = P 1 [° 0 ]q 2 . 

0 c 4 

k J 

rank[(I 5 — AA~ )C(I m — B _ B)] = rank(C 4 ), 



C 2 , 

^ 分块矩阵的 

u 初等行（列）变换 

0 

0 



0 0 

0 h 
0 0 
0 0 


rA C] 

rank = r + i + rank(C 4 ) 

0 B 

< j 

= rank(A) + rank(B) + rank[(I s - AA^)CU m - 


例 9 设 A 、 B 、 C 分别是数域 K 上 sXnJXmoXm 矩阵，证 明：矩 阵方程 

AX -YB = C 



有解的充分必要条件是 

(A 0 ] (A C ^ 

rank = rank . 

0 B 0 B 

、 J x J 

证明 据例 8 的结论得，这里只需要证明 AX — YB =C 有解的充分必要条件 
为 （ J S -AA_ )0(1—B—J5)=0 。 

必要性。设存在 nXm 矩阵矩阵 H 使得 

AG-HB = C. 

则 a—AA—AA—)(AG— ( 乙 一 B 一 B) 

= (AG-AA- AG- HB+AA~ HB) 

=- HB+AA^ HB + HBB~ B~AA~ HBB~ B 
=AA— HB-AA~ HB = 0. 

充分性。若 a—AA-)C(J OT — 则 

0 = (C-AA- C)U m -B~ B) = C-CB~ B —AA 一 C(l m ~ B~ B). 

于是 X=A- Ca m ~B~B) ， — CB - 是 AX~YB = C 的解。 ■ 

点评 例 8 利用广义逆给出了分块上三角矩阵的秩的一个等式 （ 27) 式。由 
于有了这个等式，例 9 的证明变得很简洁，由此体会到矩阵的广义逆非常有用。 


习题 5* 3 

1. 设 A 是数域 K 上 sXn 非零矩阵。 证明： 

(A')" = (A—)' 



5.3 广义逆矩阵 
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2. 设 B 是数域 K 上 sXr 列满秩矩阵， 证明： 

BB = / r . 

3. 设 B 、 C 分别是数域 K ： 上 sX r 、 rXn 列满秩、行满秩矩阵，证 明： 

( BC )- = C - B _. 

4. 设 A 是数域 K 上 sXn 非零矩阵，证明 ： 

rank ( AA 一）= rank ( A ). 

5. 设 A 是复数域上 sXrz 矩阵， 证明： 

(1) 若々是非零复数，则 A + = k~ l ； (2) ( kA ) + = k + A + ； (3) ( A * ) + = ( A + r 。 

6. 证 明：如 果数域 K 上的”级矩阵 A 可逆，那么 A 的广义逆唯一，它就是 A - 1 。 

7•设 AuAs ，…， A , 都是数域 K 上的 n 级矩阵，令 D = diag { A , ， A 2 ，…，九 } ， 
E =( J „ ，忍，…，。证明，…，总都是幂等变换且九义, =0( 当的充分必要条 

V J 

V 

S 个 

件为 E ' E 是 D 的一个广义逆。 

8. 设八 1 ，八 2 ，"_，八 5 都是数域尺上的/2级矩阵，令焱=。证明 ：如果 A 是幂等 

1 = 1 
s 

矩阵，且 rank ( A )= 2 rank ( A ^ ，那么 A ， A 2 ，…， A , 都是幂等矩阵，且 A t . A , =0当 f 。 

i = \ 

9. 设八 1 ，八 2 ，”_，人都是数域尺上的/ 2 级矩阵，证明：如果 2 A = 了，且^ rankCA ,) 

i ~ 1 i — 1 

= n ，那么 A :， A 2 ，…， A s 都是幂等矩阵，且当 i 关 j 。 

*10. 设 A ， B ， C 分别是数域 K 上 sXn ， 矩阵。证 明：矩 阵方程 
有解的充分必要条件是 

C = AA-C 且 C - CB ~ B ； 

在有解时，它的通解为 

X = A ^ CB _ + (/„ — A ~ A)Y - {- Z ( I m — BB + ( J „ — A ~ A ) W (7 m — BB ~) ? 

其中和 W 是数域 K 上任意 nXm 的矩阵。 

* 11. 设 A ， B ， C 分别是数域 K 上 sXrz ，/? Xm , sXm 矩阵，证明 ：矩 阵方程 AX — YB=C 
有解的充分必要条件是 

C = AA~C + CB ~ B - AA ^ CB ~ B ； 

在有解时，它的通解为 

X = A~C + A~ZB + U n - A ~ A ) W , 

Y =- { I s - AA ~) CB ~ + Z - ( I , - AA ~) ZBB ^ 7 

其中 Z 和 W 分别是数域 K 上任意 sXp ， nXm 矩阵。 


_ 
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5.4 矩阵的相似 


5.4.1 内容精华 

为了求”级矩阵 A 的方幂 A ' 如果能找到 n 级可逆矩阵 P ， 使得，其中 
D 是对角矩阵，那么 A = PDP ~ 1 ，从而 

A - = ( PDP - l )( PDP - l ) — ( PDP ~ l ) = PD m P ~\ 

而对角矩阵 D 的方幂很容易计算，于是也就比较容易算出了。这个问题表明需 
要研究 P — iAP 。 

在本套书下册的 9. 3节中，研究 w 维线性空间 V 上的一个线性变换 A 在 V 的不同基 
下的矩阵之间的关系，也需要研究 PHAP 。 

定义 1设 A 与 B 都是数域 K 上《级矩阵，如果存在数域 K 上一个 n 级可逆矩阵 
P ， 使得 

P~ l AP = B , (1) 

那么称 A 与 B 是相似的，记作 A 〜 S , 

相似是数域 K 上所有 n 级矩阵组成的集合 M „( K ) 的一个关系。容易 验证： 相似关 

系具有反身性、对称性和传递性，从而相似是一个等价关系，在相似关系下， A 的等价类称 
为 A 的相似类。 

容易证明关于相似的下列性质： 

性质 1 如果玖 那么 

B, +B 2 ^ p- 1 (A ： +A 2 )P, 

B,B 2 = P~ 1 (A 1 A 2 )P, 

BT= P^ATP, 

其中 m 是正整数。 

性质 2 相似的矩阵其行列式的值相等。 

性质 3相似的矩阵或者都可逆，或者都不 可逆； 当它们可逆时，它们的逆矩阵也相似。 
性质 4相似的矩阵有相等的秩。 

定义 2 n 级矩阵 A = (~) 的主对角线上元素的和称为 A 的迹，记作 tr ( A )。 即 

tr(A) = a u + a 2 2 + *** + a m . (2) 

命题 1矩阵的迹具有下列 性质： 

tr(A - B )= tr(A) + tr(B) , (3) 

tr(M )= 々 tr(A) ， (4) 

tr(AB ) = tr(BA). (5) 

证明 （ 3) 、（ 4) 式是显然的。下面证 （ 5) 式： 

设 A = (% ) ， B =( b 0 ) 都是 rz 级矩阵，则 


5.4 矩阵的相似 
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n n n 

tr(AB) = 2 (AB) (z ； i) = ^ ( ^y\ciikb H 、 ， 

i — 1 t = 1 k~l 

n n n n n 

tr(BA) ^ 2(jBA) ( 是 ; 左） = 2 ^ f>kiaik) = 

k = l k = l 1 — 1 是 =1 

因此 tr(AE) = tr(BA) 0 ■ 

虽然一般地， AB # BA ， 但是公式 （5) 表明： 

tr(AB) = tr(BA). 

由此可见， 72 级矩阵的迹是从矩阵乘法的非交换性中提取的可交换的量。 

性质 5 相似的矩阵有相等的迹。 

证明 设 A 〜 B ， 则有可逆矩阵 P ， 使得尸…八尸 二 B 。 于是 

tr(B) = trCP-'AP) = tr(P- ! (AP)) = tr((AP)P~ 1 ) = tr(A). ■ 

性质2、性质4、性质 5 表明： 矩阵的行列式、秩、迹都是相似关系下的不变量，简称为 

相似不 变置。 

研究„级矩阵的相似不变量，以及在 n 级矩阵 A 的相似类里找一个比较简单的矩 
阵，研究它的性质，从中获得 A 的相应性质（在相似关系下不变的性质）。这是研究矩阵 
的相似关系的重要性之一。 

n 级矩阵 A 满足什么条件才能找到可逆矩阵 JP ， 使得 P -^ P 为对角矩阵？即 A 满 
足什么条件才能相似于对角矩阵？ 

如果 n 级矩阵 A 能够相似于一个对角矩阵，那么称 A 可对角化。 

定理1数域 K 上 rz 级矩阵 A 可对角化的充分必要条件是，中有 n 个线性无关 
的列向量⑷，!^，…， cr rt ，以及 K 中有72个数 AhA 2 ，…， A n (它们之中有些可能相等），使得 

Aai — At« t - , i — 1,2 , ,n. (6) 

这时，令 P = ( cfi ， a 2 ， … ， a «) ，贝 ！ I 

P— 1 AP = diagUi ， A 2 ， …， }. (7) 

证明 A 〜 D = diag{Ai 山， … ， A „} ，其中 A, G K ， z_ = 1 ， 2 ，…， w 
<=> 存在 K 上 w 级可逆矩阵 P = ( ai ， ct 2 ，…， a n ) ，使得 

P~ l AP = D, 

即 AP=PD ， 

即 A (« i ， a 2 ，- -*, a n ) = ( ai ， a 2 ，…， ct n ) D ， 

即 (Aai ， Ajt 2 ，… = (Aififi ， A 2 <r 2 ， … ，久 „a n ) ， 

^=> K n 中有 n 个线性无关的列向量 〜，的， … ， flr„ ，使得 

Aai — AiCfi ,Aa 2 = 又 2<* 2 ，…，= A„a„. ■ 


5.4.2 典型例题 

例 1证明 ：与幂 等矩阵相似的矩阵仍是幂等矩阵。 

证明 设 A 是 n 级幂等矩阵，且 A 〜则存在 n 级可逆矩阵 P ， 使得 B = P ~ 1 AP 0 
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从而 

B 2 = P l A 2 P = P l AP = B. 

因此 B 是幂等矩阵。 ■ 

例2 证 明：与 幂零矩阵相似的矩阵仍是幂零矩阵，并且它们的幂零指数相等。 

证明 设 A 是”级幂零矩阵，其幂零指数为设 A 〜 B ， 则存在 w 级可逆矩阵 P ， 使 
得 B = iAP 。 于是对任意正整数 m ， 有 = M ?。 从而扠 MT :。。 因此 B 

是幂零矩阵。当 m 〈 l 时，假如 B m =0, 则 A m = PB m P ~ 1 =0,这与 Z 是 A 的幂零指数矛 
盾。因此当 m < Z 时，从而 B 的幂零指数为 Z 。 ■ 

例 3设 /( x ) = a Q + AX + …是数域 K 上的一元多项式， A 是数域 K 上的一 
个 n 级矩阵，定义 

/( A ) — a 0 J 〜 A 十 …+ a m A m . 

称矩阵 /( A ) 是 A 的一个多项式。证明 ：如果 A 〜 B ， 那么 /( A ) 〜 /( B )。 

证明 设 A 〜 B ， 则存在 n 级可逆矩阵 P ， 使得从而 

f(B)= a 0 I + a』 + … + a m B m 

=aoI + a.P^AP + …十 aj 3 — 

— P 1 (a 0 J + 〜A … + a m A m ) P 
= P - 1 /( A ) P . 

因此 /( A ) 〜 /( B )。 ■ 

例 4 设 A 是数域 K 上的 n 级矩阵，如果有正整数 w 使得= /,那么称 A 是周期 
矩阵。 使得 = 7 成立的最小正整数 rn 称为 A 的 周期。 证 明：与 周期矩阵相似的矩阵 
仍是周期矩阵，并且它们的周期相等。 

证明 设 A 是 n 级周期矩阵，其周期为 m 。 设 A 〜 B ， 则存在 n 级可逆矩阵 1 jP ， 使得 
JB = P —' AP 。 从而对任意正整数 s 有 = iAT 。 于是 iLP ^ J 。因 

此 B 是周期矩阵。当 5 < m 时，假如及= 7,则这与 A 的周期为 m 矛盾。 
因此 B 的周期等于 m 。 ■ 

例 5 证明 ：如果 n 级矩阵 A 可对角化，那么 A 〜 A '。 

证明 设 n 级矩阵 A 可对角化，则存在 n 级可逆矩阵 P ， 使得 P— i AP = jD ，其中 

因此 D ’ 〜 A '。 由于 

1^ = 0,因此 D 〜 D ，。 由相似关系的传递性得， A 〜 A '。 ■ 

例 6证明 ：如果 n 级矩阵 A 的相似类里只有一个元素，那么 A —定是数量矩阵。 
证明 任取一个 w 级可逆矩阵 P ， 则属于 A 的相似类。由于 A 的相似类里只 
有一个元素，而 A 〜 A ， 因此 A 的相似类里只有一个元素 A ， 从而 P - 1 AP = A 。 于是 
AP = PA 。 据补充题四的第3题的结论得， A 是数量矩阵。 ■ 

例 7 每行有且只有一个元素是1，每列也有且只有一个元素是1，其余元素全为0的 n 级 

矩阵称为《 级置换矩阵。 设 P 是”级置换矩阵，它的第 Z 列的元素1位于第^行， 
Z = l ，2, …， n 。 证明： 

(1) P— ,Si 2 ，•••，£、）； 

(2) P 可逆，并且从而 P - 1 也是置换矩阵。 
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* 


证明 （1) 由于 P 的第 Z 列的元素1位于第 A 行，其余元素全为0,因此 P 的第 Z 列 
是 。从而 ( fi tl » c l2 ，_••，&). 

(2) 由于 




'1 0 … 0 、 

/ 

E i 


0 1 … 0 

2 

• 

• 

遍 

(fi tl ,Bi 2 ， Si’ t )= 

• 畢 • 

畢攀 鲁 

• « 擎 

w 

/ 

S i 


0 0 … 1 

、 / 


因此 P =(^， e , 2 ，…，^)可逆，且 


p—1 = 


£ 


e 


e 


( S ，…，气/ = 


■ 


« 


例8 证明： 实数域上的置换矩阵是正交矩阵。 

证明 设 P 是实数域上的 n 级置换矩阵。由于 PdzP ' ，因此 P 是正交矩阵 
例 9设 f 1 “2 ，…， L 是 1，2，_ 


o 



B 


•， n 的一个排列，设 A = 

( CL { Cli { 

l l *1 £ 1 l 2 

m m m 

a iy { 〕 

1 ti 

di i d{ i 

l 2 M l 2 *2 

• « 

• 攀 

拳 拳 


Ui i 
l 2 Si 

• 

攀 

攀 

di i, i 9 

n 1 n 2 

» « _ 

i 

n n 


V 


证明： A 〜 B 。 

证明 取一个置换矩阵…，\)。设 A 的列向量组是 ai ， a 2 ，…， a „ 。则 

P — 1 


Ph，a L 


a; ) = B ， 

n 


因此 A 〜 B 


o 


■ 


例 10 证明 ： diagU 】， A 2 ， …， }〜 diag { A , i ， A ~ ，…， A 、} ，其中 A 4 … < 是 1，2 ，…， w 的 
一'个排列。 

证明 设 A 二 Ud ^ diagU^Au …， A „} ，则由例 9 的结论立即得到 


A 〜 diaglA ^ ，/，…，1 }• 

1 L T1 


■ 


例11 设 


Jo 


0 10 
0 0 1 


« #參 


0 0 
0 0 


0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 


1 0 
0 1 
0 0 


n X n 


证明： Jo 〜 Jo ' 


o 


证明 取置换矩阵 P -( e n ，匕一 〗，… ， ei ) 。由于/。= (0, A ， e 2 ，… ，^) ，因此 
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从而人〜夂。 


P~ 1 J Q P= P~ l (e^i ， e„- 2 ， … ， si ， 0) 




例 12 证 明：如 果数域 K 上的 n 级矩阵 A 、 B 满足 AB — BA = A ，那么 A 不可逆。 
证明 假如 A 可逆，则在 AB-BA = A 两边左乘 A - 1 ，得 

B-A~ l BA = L 


于是 tr ( B — 八 _1 3八）=1^(1)= ”。又有 

tr(B — A _1 BA ) = tr ( B ) — tr ( A _1 BA ) = tr ( JB ) — tr ( JB ) = 0， 

矛盾。因此 A 不可逆。 ■ 

例13 证 明：如 果实数域上的〃级矩阵 A 与 B 不相似，那么把它们看成复数域上的 
矩阵后仍然不相似。 

证明 假如把 A 与 B 看成复数域上的矩阵后它们相似，则存在复数域上的 n 级可逆 
矩阵 L /， 使得设 U=P + iQ ， 其中 P 、 Q 都是实数域上的矩阵。想构造一个 
实数域上的 n 级可逆矩阵。为此任给实数£，考虑行列式 | P + tQ\ ，它是^的至多 n 次的 
多项式。由于数域 K 上的《次多项式在 K 中至多有 n 个根（见本套书下册第7章 7. 6节 
的定理3)，因此存在实数£。，使得 | P + i D Q | 关0。 = P + 贝!1 S 是实数域上的 n 级 
可逆矩阵。 

由于因此 AU = UB 。 从而 

A(P + iQ ) = (P + iQ ) B . 

由此得出 ， AP = PB ， AQ = QB 。 因此 

AS = A(P + t 0 Q) = AP + t 0 AQ = PB + t 0 QB = SB, 

于是 SHAS = B 。 这表明实矩阵 A 与 B 相似，与已知条件矛盾。 ■ 

点评： 从本节的定义1知道，譽零 if 上的 n 级矩阵 A 与 B 相似，需要找到琴岑 y 上 
的打级可逆矩阵 P ， 使得全一点容易被忽视。 ~ _ 


习题 5. 4 


1. 证明 ：如果 A 〜 B ，那么 々 A 〜沾， A ' 〜 B '。 

2. 证明 ：如果 A 可逆，那么 AB 〜 BA 。 

3. 证明 ：如果 ，那么 



0 

b 2 



4. 证明 ：如果 A 与 B 可交换，那么与 AP 可交换。 

5. 证明 ：与单 位矩阵 I 相似的矩阵只有 I 自己。 


5.5 矩阵的特征值和特征向量 


_ 
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6. 证明 ：与数 量矩阵 H 相似的矩阵只有 H 自己。 

7. 证明 ：与对 合矩阵相似的矩阵仍是对合矩阵。 

8. 证明 ：如果 A 〜 B， 那么使得3 =尸 IP 的所有可逆矩阵 P 组成的集合仏可以用 
下述方法得到 ：将与 A 可交换的所有可逆矩阵组成的集合 D 2 中的矩阵，右乘以仏中一 
个矩阵 P。。 即取定一个户。6仏，则 

Q, = {SP。 | s e 仏}. 

9. 证 明：如 果数域 K 上的 2 级矩阵 A 满足 AB—BA=A ，那么 A 2 -0 o 

10. 设 A、B 都是数域 K 上 n 级矩阵。证明 :如果 AB—BA=A ，那么对一切正整数々，有 

tr ( A A ) = 0. 

11. 设 A、B、C 都是数域 K 上72级矩阵，证明 ：如果 AB —BA = C ，且 AC = CA， 那么 
对一切正整数I有 

tr(C k ) = 0 . 

5.5 矩阵的特征值和特征向量 


5.5.1 内容精华 

在 5. 4节的定理1中，我们看到为了判断一个 n 级矩阵 A 能不能对角化，需要寻找 
满足此的向量見和数 A ,。 此外，在解析几何的二次曲面或二次曲线的方程的化 
简中，以及在振动、机械压力、带电系统、量子力学、化学反应、遗传学、经济学等领域中，也 
需要研究满足 ^«= A 。® 的向量 cr 和数 A 。。 于是抽象出下述 概念： 

定义 1设 A 是数域 K 上的 W 级矩阵，如果 P 中有非零列向量 ce ， 使得 

Aa = A 0 cr ， 且 A 0 6 K ， 

那么称 A 。 是 A 的一个 特征值 ，称的属于特征值 A 。 的一 个特征 向置。 

如果 a 是 A 的属于 A 。 的一个特征向量，那么对于任意有 

A ( ka ) — k ( Aa ) = k ( X 0 a ) = A 0 ika ) » 

因此当 k ^ O 时，紐也是 A 的属于 A q 的特征向量。 

注意： 零向量不是 A 的特征向量。 

如何判断数域 K 上的 n 级矩阵 A 是否有特征值和特征向量？如果有，怎样求 A 的 
全部特征值和特征向量？ 

A 。 是 A 的一个特征值， a 是 A 的属于 A 。 的一个特征向量 

< > Aa—XoCLfa9^0jXo GK 

> ( A 0 1— Aia ^ O ^^ O^Ao 6 X 

<==> fir 是齐次线性方程组 (Ad—A)X=0 的一个非零解， A。GK 

N - ， I Ao ^ — A I —0 »a 是 ( A 。/_ A ) X =0 的一'个非零解 ,Ao & K 

<=^ A 。 是多项式 | AJT — A | 在 K 中的一个根， cr 是 ( AoJ — A ) X =0 的一个非零解。 
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把 | AI - A | 称为 A 的特征多项式，写出 | AI - A | 就是 


A — a n — a\2 


Clin 


kl — A 


<221 A — a 2 2 


# • ♦ 




^2； 


a nl 




A — 


由上述讨论 得出： 

定理 1 设 A 是数域 K 上的 rz 级矩阵，则 

(1) A 。 是 A 的一个特征值当且仅当 A 。 是 A 的特征多项式 | AJ — A | 在 K 中的一 


个根； 

(2) a 是 A 的属于特征值 A 。 的一个特征向量当且仅当《是齐次线性方程组 


( Ao /- A ) X =0 的一个非零解。 ■ 

于是判断数域 K 上《级矩阵 A 有没有特征值和特征向量，如果有，求 A 的全部特征 
值和特征向量的方法 如下： 

第1步，计算 A 的特征多项式 | AI — A | ; 

第2步，如果多项式 | AI—A | 在 K 中没有根，那么 A 没有特征值，从而 A 也没有特征 
向量。如果 lAJ — A | 在 K 中有根，那么它在 K 中的全部根就是 A 的全部特征向量，此时 
做第3 步； 

第3步，对于 A 的每一个特征值夂，求齐次线性方程组 ( A,J — A ) X =0 的一个基础解 
系：，》?2 ，… ，不。于是 A 属于 A ; 的全部特征向量组成的集合是 

{ k Y r\i + k z r \ 2 H - + k t t \ ( | k x , k z ，… k t G K ， 且它们不全为 （)}• 

设 A , 是 A 的一个特征值，把齐次线性方程组 (AJ — A ) x =0 的解空间称为 A 的属于 
A , 的特征子空间，其中的全部非零向量就是 A 的属于 A , 的全部特征向量。 

相似的矩阵还有下列 性质： 

性质1相似的矩阵有相等的特征多项式。 

证明设 A 〜 B ， 则有可逆矩阵 P ， 使得 B = MP 。 于是 
XI - B \= { XI - P^AP I = \ P~ l ai ~ A ) P \ = | P — 1 I | AI — A | I P | = | AI - A |. 

■ 

性质 2 相似的矩阵有相同的特征值（包括重数相同）。 ■ 

由性质1、性质2看出，矩阵的特征多项式和特征值都是相似不变量。 

注 意：特 征多项式相等的两个 w 级矩阵不一定相似。例如 


A= (o i) J =(o 

A 与 J 的特征多项式都等于 (A — I) 2 ，但是 A 与 J 不相似。 

命题1设 A 是数域 K 上的 n 级矩阵，则 A 的特征多项式 lAJ—A| 是一个 n 次多项 
式，的系数是 l，A n — 1 的系数等于 一tr(A)， 常数项为（一 1)"|A1，A n ^ 的系数为 A 的所有 
k 阶主子式的和乘以（一 l) A ，l<々<n。 

证明设 A=(a l：; ) 的列向量组是 cci，a 2 ，… , a no 
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A J — A 


A a n 0 — an 
0 — a Z i A — a 2 z 


春鲁 


* • t 


_ 0 — a in 

0 — a Zn 


0 — dn \ 0 — a n2 


• « • 


0 — a 


利用行列式的性质 3 和性质 


AI-A I 可以拆成2〃 个行列式的和，它们是 


A 0 … 0 


an a 12 … a ln 

0 A … 0 


a 2 i a 2Z … a ln 

• « • 

• « • 

• * 攀 


• • _ 

• • • 

• • • 

0 0 ■•- A 


— a wl — a n2 … 


( — tt\ ，…，— 


1 f — a jl+1 ， … ， Ae 々 

是=1，2，…，72 — 1 


，Ae 


^ 71 — k 


，— ) ， 


其中 < j 2 o "< 人 — 

上述第1个行列式等于 A % 第2个行列式等于（一 1) 叫 A | ，对于第3种类型的行列式， 
按第 h ， j 2 , …， J — 列展开，这 n — 6列元素组成的 w — A 阶子式只有一个不为 0: 


A 

0 


0 

A 


0 

0 


A 


n — k 


0 0 … A 

其余 n - k 阶子式全为0,这个不等于0的 n - k 阶子式的代数余子式为 

* / . / . / 

(― l)( 々 +j 2 —七 H ) + 0 l+h+ … +^r-A> (― A)" 1 ’^， 小 

Jl ^J2 3k 


J\ ^Jz ，…， h 


= (~l) k A 

\jl ^J2 ，…， Jh 

其中 Oi ’ ，^’，…， A ’} 6 {1，2 ， …， w } \{^ i ,j 
类型的行列式的值为 


2 


，人— A } ，且广 因此第 3 种 


(-1)4 广广 , ，…… ,)A “ 

Wl ， J2 ，…， Jh j 

由于 lO / sY …，因此 | AI — A | 中 A n —* 的系数为 


. f Ji yJz ，…， h 
J\ \ - 1 ， 


其中 k =1^2 


n — 1 


o 


(— l )* X ] 

lOi'<)/<"_ \J 1 2 ， ’ *’ ， Ja 

特别地，当 々= i 时，得到 | ai — a | 中; r — 1 的系数为 

— Ca u + a 22 十 … + a m ) =— tr ( A ). 


因此 


AJ-A| = A n - tr(A)A“ + … 十 (―1 ， 2 A (H， … 

1 ， 32 ， •" ， j h j 

h - \-(~ir I a |. ■ 

定义 2 设 A 是数域 K 上的”级矩阵，又 1 是 A 的一个特征值。把 A 的属于的特 
征子空间的维数叫做特征值的几 何重数 ，而把 ； U 作为 A 的特征多项式的根的重数叫 
的代 数重数 ，把代数重数简称为重数。 
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命题2设彳：是数域 K 上《级矩阵 A 的一个特征值，则 Ai 的几何重数不超过它的 
代数重数。 

证明设 A 的属于特征值&的特征子空间的维数为 r 。 在\^中取一个基％，％， 
…， O ■，把它扩充为 P 的一个基《!，《 2 ，…， ，取 ，…， 取…令 

P = (ai 南 ， … ， ， Pi ， … ， P „- r ) ， 

则 P 是 K 上的 n 级可逆矩阵，并且有 

P _1 AP = F _1 ( Aai ， Aa 2 ， •••， Aa r ，邱 i ，- •* 

= ( Ai P l ai ,AiP ' a 2 , — , A ! P _1 a r ,P —, P _1 部"） _ 

由于 I = P~ l P = ( P —】 cci ，广 1 a 2 ，… , P ~ 1 a r ， 

因此 fii = P~ ] ai , e 2 = * P —，_••， e r = 

从而 

P ~ l AP = ( Aid ，又…，…，; UeyP — ，…， P — 

( Ai / r B 、 

o (：)• 

由于相似的矩阵有相等的特征多项式，因此 

XI r — Al/ r — B 

\kl ~ A \ = 

0 Ad 
二 \ Xl r ~ X l I r \ \ Xl ^ r ~ C \ 

— (A — Ai) r I Al„- r — CI • 

从而 1 的代数重数大于或等于 〜即1 的代数重数大于或等 于又 1 的几何重数。 ■ 

注:关 于多项式的因式分解，多项式的根及其重数的内容详见本套书下册第7章的 7.4 
节、 7. 5节、 7. 6节。 

5.5.2 典型例题 

例1求复数域上矩阵 A 的全部特征值和特征 向量： 

( 4 7 —3' 

A = — 2 — 4 2 . 

— 4—10 4 

、 j 

解 

A ——4 ——7 3 A ——4 ——7 3 

A / - A | = 2 A + 4 — 2 = 2 A + 4 — 2 

4 10 A -4 0 — 2 A + 2 A 

A +4 —2 —7 3 

= (A — 4) — 2 

—— 2 A + 2 A —— 2 A + 2 A 

- ( A -4)( A 2 +4)+2 (A + 6) = A 3 - 4 A 2 + 6 A - 4 

=(A — 2) ( A 2 — 2 A + 2) == (A — 2 )[A — (l + i)][A — (1 — i )]. 
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因此 A 的全部特征值是 2 ，l + i，l — i 。 

对于特征值2,解齐次线性方程组 （2 J — A ) X =0: 


〔一2 

-7 

3' 


r — 2 

-7 

3、 


「― 2 

— 7 

3、 


<1 

0 

2] 

2 

6 

-2 

- ► 

0 

—1 

1 

- ► 

0 

—1 

1 

- ► 

0 

1 

-1 

4 

10 

-2 

J 


0 

< 

— 4 

4 


0 

0 

0 

j 


0 

0 

0 

j 


它的 一 ^般解是 




一 , 


x 2 


工3 


其中 x 3 是自由未知量。于是它的一个基础解系是 


«1 


— 1 


因此 A 的属于特征值2的所有特征向量组成的集合是 

{ k x a \ \ ki 6 C 且是1 # 0}. 

对于特征值 1 + i , 解齐次线性方程组 [( l + i ) J _ A ] 叉 =0 


，一 3十 i -7 3 ^ 

2 5 + i -2 

- ^ 

r 2 5 +i —2 ] 

— 3 + i — 7 3 

- ► 

[l 5 + A i — 1 ] 

2 丁 2 

--f * r 

4 10 —3 + i 


4 10 —3 + i 


0 l — i i 

、 j 


X J 


0 — 2 i 1 + 1 

^ j 




1 A + 丄 i 
2 2 


0 

0 


1 —i 
0 


0 




0 


0 1 


0 0 


2 


* + 音 
0 


它的一'般解是 


工 1 二 /—TT + lWs 




工 2 


1 . 


2 


工3 


其中 A 是自由未知量。于是它的一个基础解系是 


f l ~2 i 1 
02 — 一 1+1 . 

— 2 

因此 A 的属于特征值 l + i 的所有特征向量组成的集合是 

{ k 2 a z | k z 6 C 且是 2 尹 0 }. 

据下面的例2的结论得到的属于特征值 1— i 的所有特征向量组成的集合是 

{々3®2 I 々 3 G C 且 A3 古 0 } • 


例2设 A 是复数域上的 n 级矩阵，并且 A 的元素全是实数。 

证 明：如 果虚数 A 。 是 A 的一个特征值，|*是 A 的属于 A 。 的一个特征向量，那么 X 。也 
是 A 的一个特征值，且5是 A 的属于 L 的一个特征向量。 
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证明 在 Aa=X 0 a 两边取共轭复数得，而由于 A 的元素都是实数，因此 
Aer = A 0 fi 。 这表明; i 。 也是 A 的一个特征值，£?是 A 的属于 忍的一 个特征士量。 ■ 

例 3下述矩阵 A 如果看成实数域上的矩阵，它有没有特 征值？ 如果看成复数域上 
的矩阵，求它的全部特征值和特征 向量： 



xl-A 


A 


0 


a 


a 0 


， a 是实数，且 


A — a 
a A 


=A 2 十 a 2 . 


由于 cz 是非零实数，因此 A 2 + a 2 没有实根。从而实数域上的矩阵 A 没有特征值。 
如果把 A 看成复矩阵，那么 A 有特征值 ai ， 一 ai 。 

对于特征值 ai ， 解齐次线性方程组 UiJ — A ) X =0: 



它的一般解是其中 x 2 是自由未知量。于是它的一个基础解系是 



因此 A 的属于 ai 的所有特征向量组成的集合是 

{々iflti I 々I G" C 且0 }. 

A 的属于一 ai 的所有特征向量组成的集合是 

{^2«1 I k 2 G C 且々 2 尹 0}. 

例 4 证 明：幂 零矩阵一定有特征值，并且它的特征值一定是0。 

证明 设 A 是数域 K 上的 n 级幂零矩阵，其幂零指数为 Z 。 则4=0。于是 | A 「=0。 
从而 1A|=0。 因此得出 

| 01 — A | — | — A | = ( — 1) M | A I ~ 0. 

因此0是 A 的一个特征值。 

设 AiS A 的一个特征值。则存在且使得 Az=A ia 。 两边左乘 A 得， A 2 a 
= A ( Xia ) =Ai ( Aa ) = Xla 0 继续这个过程，可得到 A l a = k [ a 0 由于 A z = 0, 因此 Aia = 0 o 
由于，因此 aI =0。从而 Ai = 0。 ■ 

例 s 证 明：幂 等矩阵一定有特征值，并且它的特征值是 1 或者0。 

证明 设 A 是数域 K 上的 n 级幂等矩阵。如果 A。 是 A 的特征值，那么有《6以 
且 使得 Aa = Aoffo 两边左乘 A， 得 A 2 a=AUcf = A?a 。 由于 A 2 = A ，因此 = 
A§a。 于是 Aoa=A§a。 从而 （A。 一 A§)a =0。 由于 a/0 ，因此;I。 一 M = 0。由此推出 Ao = 0 
或 A 0 = 1。 

设 rank ( A )= r 。 若，则 A=0 ，此时0是 A 的特征值，1不是 A 的特征值。若 
则 A=h 此时1是 A 的特征值，但0不是 A 的特征值。若 0< r<n， 则 A 不满秩，从而 
|A |=0, 因此 |0 I _ A | = |— A |=( — 1)”| A |=0。 于是0是 A 的一个特征值。由于 A 是幂 
等矩阵，因此据 4. 5节的例3得， rank(I—A) =71—rank(A)<w。 从而| jT—A | =0,于是 1 也 

是 A 的一个特征值。 ■ 
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点评： 在例 5 的证明的第一段只是证明了 ：如果 A。 是幂等矩阵 A 的特征值，那么 
入。= 0 或 1 。这时并未证明 0 或 1 是不是 A 的特征值。因此还需要第二段。事实上从第 
二段看出，当 A = J 时， 1 是 A 的特征值，但是 0 不是 A 的特征值。只有当 0 < ran k(A)<n 
时， 0 和 1 才都是 A 的特征值。 

例 6 设 A 是数域 K 上的 w 级可逆矩阵， 证明： 

( 1 ) 如果 A 有特征值，那么 A 的特征值不等于 0 ; 

( 2 ) 如果; U 是 A 的一个 Z 重特征值，那么心 1 是 A— 1 的一个 Z 重特征值。 

证明 （ 1 ) 由于 A 是 7 Z 级可逆矩阵，因此 

| 01-A ] = ]-A |= (~ir I A 1^ 0. 

从而 0 不是 A 的特征值。这 表明： 如果 A 有特征值，那么 A 的特征值不等于 0 。 

( 2 ) 设心是 A 的一个 Z 重特征值，则 A。 是 A 的特征多项式 |AJ—A | 的一个 Z 重根，于 

是有 


I XI ~ A \~ (A — A 0 Yg ( A ) ? 

其中 g ( A ) 是 n ~ X 次多项式，且 g ( A ) 不含因式 ( A — A 。）。 

把客 ( A ) 在复数域中因式分解，则 （1) 式成为 

I XI — A | = (A — A 0 ) 7 (A — Ai V 1 … （A — ， 

其中 ，…， 是两两不等的复数，且它们都不等于 A Q ，A + … + L =« — Z 。 


A 


用 f 代人， （ 2 ) 式的左端展开成 


A 的多项式后，从 （ 2 ) 式得 





m 


从而 A' 1 的特征多项式 IA 7 -A- 1 ! 为 


XI — A - 1 


A -^- AK ^ I - A ) 

=- (— 1 )T 

A - 1 

l I ~A | 



A 



A 


=(― 1)T I A- 1 1 (y-Ao) / (y~A 1 )^ - (j 
A- 1 I (- 1 +A 0 A) ; ( - 1 +Aa)^ -( - l+X m XY- 

=I A " 1 I —— 兴 )~ … (A — 去)、 


因此 f 是 

Ao 


a - 1 的特征多项式的 z 重根。从而+是 a - 1 的 / 重特征值。 

Ao 



( 2 ) 



注 ：关于 A 用 +代入 的合理性详见本套书下册第 7 章 7 . 1 节的定理 1 以及 7 . 12 节。 

在例 6 的第 （ 2 ) 小题中，若只要证 Ar 1 是 A^ 1 的一个特征值，则可以用特征值的定义 
去 证:从 Aa=Aocr 得 a^A -1 (Aoa) 。于是 Aqcp^Ara。 因此 Ar 1 是 A _ 1 的一个特征值。 

例 7 设 A 是数域 K 上的 n 级矩阵，证明 ：如果 是 A 的 Z 重特征值，那么 W 是 A 2 
的至少 Z 重特征值。 

证明设 A。 是 A 的 Z 重特征值，则 

| AJ—A | = (A — Ao )^( A ) ? ( 3 ) 
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其中 g ( A ) 是 n - l 次多项式，且 〆 A ) 不含因式 ( A — A 。）。 

把 g ( A ) 在复数域中因式分解，则 （3) 式成为 

I XI — A | = (A — A 。 V (A — Ai V 1 … (A _ k m ) lfn » (4) 

其中，…，是两两不等的复数，且它们都不等于 A 0 A + … = n — Z 。 

A 用 一 A 代入，把 (4) 式左端展开成 A 的多项式后，从 （4) 式得 

I —— XI —— A | = ( — A —— Ao ) / ( —— A —— Ai *•■( —— A —— A m ) /m > 

于是有 

| AI+A |= (A 十 AoVQ + Ajl - U + Aj ，' (5) 

把 (4) 式与 （5) 式相乘，得 

I A 2 J - A 2 |= ( A 2 mA 2 — AW -"( A 2 — ALV ' (6) 

A 2 用 A 代入，把 （6) 式左端展开成 A 的多项式后，从 （6) 式得 

I XI — A 2 | = (A _ W (A — A? )、… (A — Ai) /m . (7) 

从 （7) 式看出， Ag 是 A 2 的特征多项式 lAl — A 2 ! 的至少 Z 重根，从而 W 是 A 2 的至少 Z 重特 

征值。 ■ 

注 ：关于 A 用一 A 代入， A 2 用 A 代人的合理性详见本套书下册第7章 7. 1节的定理1。 
若只要证是 A 2 的一个特征值，贝！1可从 Aa = X 0 a 得 A 2 cf = yUAoa ) = A 0 ( Aa ) = A § a ， 因此 

Xl 是 A 的一个特征值。 

例8 设 A 是一个《级正交矩阵， 证明： 

(1) 如果 A 有特征值，那么它的特征值是1或 一1; 

(2) 如果 | A | = _1， 那么一1是 A 的一个特 征值； 

(3) 如果 | A 1=1， 且 n 是奇数，那么1是 A 的一个特征值。 

证明 （1) 如果 A 。 是正交矩阵 A 的一个特征值，那么在中存在 a 关0,使得 Aa = 
Aoao 此式两边取转置得， cr ' A ^ A 。^。 把这两个式子相乘，得 

( a ’ A ’）( Aa ) = ( A 0 a ’）( A 0 a ). 

由此得出， a'a 即 （ A 〗 一 = 0,由于 a #0, 因此#0。从而 A 〖一 1 = 0。于 

是 A 0 = ± l 。 

(2) 如果正交矩阵 A 的行列式 | A 1= — 1， 那么 

| — I — A | = | A ( - A ’ 一 I ) | = | A | 丨 （ 一 A 一 I )’ | = — | — I 一 A | . 

于是 2|_ I — A |=0。 从而 I — J — A |=0。 因此 一 1 是 A 的一个特征值。 

(3) 如果 | A |=1， 且 n 是奇数，那么 

\ I - A \= \ A { A f - D \ = \ A I |—a — A )' 丨二（一1)叫1 — A 卜 一 I J —A • 

于是 2 lJ — Al =0。 从而 | JT — A |=0。 因此 1 是 A 的一个特征值 ^ ■ 

例 9 设 A 、 JB 分别是数域 K 上 sX «、 nXs 矩阵。 证明： 

(1) AB 与 BA 有相同的非零特征值，并且重数相同； 

(2) 如果 a 是的属于非零特征值 A 。 的一个特征向量，那么 Ba 是 BA 的属于特 

征值 A 。 的一个特征向量。 

证明 （1) 用 4. 5节的命题2的结论得 
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A” 丨 Al\ — AB 卜 A” A(I t — ^-AB) = A n A J L ~ ( ^-A )B 

A A 

= A n A s l n ~B(jA) = AMAl n ~ BA |. (8) 

因此得出， K 中的非零数 Ao 是 AB 的特征值当且仅当 A 。 是 BA 的特征值。从而 AB 与 
BA 有相同的非零特征值。 

设 A 。 关0是的 Z 重特征值，把的特征多项式 ~AB\ 在复数域中因式分解，得 

| kl s — AB | = (A — Ao ) l (A — Ai )、 …(又 _ Ay-i ) /j_1 » (9) 

其中 A Q ，Ai ，… ， Ah 两两不等 ， Z + L + … + L-i = s 0 
把 (9) 式代入 (8) 式，得 

义”(入一；1 0 )'(义一… ( A — AhV 广 1 = A s jAJ „— BA |. (10) 

由此得出， A 。 是 BA 的特征多项式 | AJ „— BA | 的 Z 重根，因此 A 。 是 BA 的 Z 重特征值。 

同理，若 A 。 声0是的 Z 重特征值，则 A 。 也是 AB 的/ 重特征值。 

(2) 设 cr 是 AB 的属于非零特征值 A d 的一个特征向量，则 ( AB )«= Aw 。 此式两边左 
乘 B ， 得 

(BA}(Ba) = Ao (Ba). (11) 

假如 Ba = 0, 则 ylocr = ( ABk ^ O 。 这与 A 。#0 且矛盾。因此 Ba #0。（11) 式表明 
Ba 是 BA 的属于特征值 A 。 的一个特征向量。 ■ 

点 评：例 9的第 （1) 小题用特征多项式证明 AB 与 BA 有相同的非零特征值，其优点 
是同时可以证明非零特征值 A 。 的重数相同。第 （2) 小题用特征值和特征向量的定义，既 
可证明 AB 与 JBA 有相同的非零特征值，又可知道属于这个非零特征值 Ao 的特征向量之 
间的关系。例9的结论可以用来简便地计算一些矩阵的特征值和特征向量。从例9的第 
(1) 小题的证明过程可看出 ， AS 与 BA 的特征多项式在复数域中有相同的非零根，且重 
数相同。因此，矩阵的特征多项式的非零复根及其重数是从矩阵乘法的非交换性中提取 
的可交换的量。 

例 10 用/表示元素全为1的 n 级矩阵。求数域 K 上 n 级矩阵 J 的全部特征值和 
特征向量。 

解，其中1^■表示元素全为1的《维列向量。据例9的结论，/与 
有相同的非零特征值。由于1级矩阵 ( n ) 的特征值只有 一个: n ， 且它的重数为1，因此 J 的非 
零特征值只有一个巧，且它的重数为1。由于 （1) 是 （ n ) 的属于72的一个特征向量，因此， 
1»(1) = 1„是/的属于 n 的一个特征向量。由于 J 的特征值 n 的几何重数不超过它的代数重 
数1，因此 J 的属于 n 的特征子空间的维数为1。 从而 J 的属于《的所有特征向量组成的集 
合是 

{kl n \ k K 且是 # 0 }. 

由于1/1=0,因此0是/的一个特征值。显然/的秩为1,因此齐次线性方程组 (0 J - A ) X =0 
的解空间的维数等于72—1。容易求出这个方程组的一般解为 

工 1 =— jC 2 — X Z —… 一 X n , 

其中： c 2 ， x 3 ，…，是自由未知量。于是它的一个基础解系是 
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= 




f 1] 
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-1 



0 

、 J 


s J 


从而 J 的属于特征值0的所有特征向量组成的集合是 


I 6 K ， 且它们不全为 （)}• 

例11 求复数域上 n 级循环移位矩阵= (&， ei ， e 2 ， ) 的全部特征值和特征 


向量。 


解 C 的特征多项式 |AI — C | 为 


A 


0 


0 A 


0 

0 


0 

0 


0 


0 

0 


0 

0 


• » « 


A — 1 


0 


A 


A 


A —1 


署 _ » 


0 

0 


0 

0 


# » • 


A " - 


0 0 

_ « 

: : +(—1)(—m—i) 

A 一 1 
0 A 


于是 n 级循环移位矩阵 C 的全部特征值是 l ， e ， …， f 1 ， 其中 ?= e ^ 0 
对于非负整数 m (0< m < n ) ，有 


f 1 ] 

每 m 


黌 

晕 

• 

与 m 

， 1 ) 

• 

參 

« 

• 


1 

\ J 


它 (n^2)m 
尽 (7* — l)m 

k > 


因此 c 的属于特征值 r 的所有特征向量组成的集合是 

u ( i ， r ，？ 2m ， …，？ C 『 1)TO )' I 是 e c 且是关 0 }. 

例 12设/(0：)=如+〜工+…是数域 K 上一个多项式。证明 ：如果 A 。 是 K 
上《级矩阵 A 的一个特征值，且 a 是 A 的属于 A 。 的一个特征向量，那么 /( A 。） 是矩阵 
/( A ) 的一个特征值，且 ct 是 /( A ) 的属于 /( Ao ) 的一个特征向量。 

证明 由已知条件得， Aa = Ao «。 于是 

f{A)a= ( a。J 十 〜 A + …十 a w A m )a 


— a 0 ce + a\Aa + -\- a m A m a 

= a 0 a + ^iA 0 a H - +a m Xoa 


= (a 0 +〜、 + … 十 <3^?) 议 =/(Ao)a- 

因此 /( A 。） 是 /( A ) 的一个特征值， a 是 /( A ) 的属于 /( A 。） 的一个特征向量。 
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因此 （1， A ,， A ? 


r 1 ] 

Ai 

Af 


「 Af 1 

A? 

_ 

_ 

• 

= Ai 

f 1 、 

A t 

A? 

• 

鲁 

罨 

Ar 1 

V . J 


Ar 1 

1 ci 0 aiXi … 1 


参 

• 

• 

Ar 1 

、 J 


…， Ar 1 ) 7 是 A 的属于特征值； U 的一个特征向量。由于 


/ I ， 2 ，•••，/! — 1 \ 

( AJ — A )( W (-1尸古0， 

\2,3,…， w / 

而 UJ—AI =0,因此 rankaz—A) = n— 1。从而齐次线性方程组 (Aj — A)X=0 的解空 
间的维数为 (72 —1) = 1。于是 A 的属于特征值 A ( 的所有特征向量组成的集合是 

{是（1 ，A,.，A? ，…，义厂 1 )' 丨々 e C 且 6/0}. 

注：求 A 的属于特征值； U 的全部特征向量的方 法二： 


, _ /I ， 2，…,72 — 1 \ , 

由于 | AJ — A | = 0， ( Aj - A)f ]= (- l )^ 1 ^ 0, 

、2,3 , I 

即 A . J - A 的 （ n ， l ) 元的代数余子式不等于0,因此据 3. 7节的典型例题例3的结论得 

1/ = ((A t ! — A)„i ? (AjI — A)„2 ? "* > (Aj/ — A)^,) f 

是齐次线性方程组 a /— a ) x = o 的一个基础解系，其中 ai — a ) 的 bo ) 元的 
代数余子式 ， j = l ，2, …，〜容易计算得出， ( AJ — A) nl =1，（ AJ — A )„ 2 ， …， = 
xr \ 因此 》? = ( h ， a 〖， …， Ar 1 )'。 从而 a 的属于七的所有特征向量组成的集合是 

| a e c 且6关 0}. 


习题 5.5 


1. 求数域 K 上的矩阵 A 的全部特征值和特征 向量: 



2. 求复数域上的矩阵 A 的全部特征值和特征 向量; 如果把 A 看成实数域上的矩阵， 
它有没有特征值？有多少个特征值？ 


( 1 ) 
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5.5 矩阵的特征值和特征向量 


(2) r 3 7 —3 

A~ —2 —5 2 

— 4 —10 3 

3. 证明 ：数域 K 上的; z 级对合矩阵一定有特征值，并且它的特征值是1或一 1。 

4. 证明 ：复数 域上的周期为 m 的周期矩阵的特征值都是 m 次单位根（注 ：如 果一个 
复数 z 满足，=1，那么称 z 是一个 m 次单位根）。 

5. 证明 ：方阵 A 与>^有相同的特征多项式，从而它们有相同的特征值，并且重数 
也相同。 

6. 证明： n 级矩阵 A 有特征值0当且仅当 | A |=0。 

7. 设 A 是数域 K 上的《级矩阵。且々#0。 证明： 如果； U 是 A 的 Z 重特征值， 
那么 々 A 。 是 M 的 Z 重特征值。 

8. 设 A 是数域 K 上的 n 级矩阵， m 是任一正整数。证明 ：如果 Ao 是 A 的 Z 重特征 
值，那么卩是的至少 Z 重特征值。 

9. 设 A 、 B 都是数域 K 上的 n 级矩阵，证明 ： AB 与 BA 的特征多项式相等。 

10. 设 A 是数域 K 上的 n 级矩阵，证 明： A 的特征多项式的 n 个复根的和等于 A 的 
迹^个 复根的积等于 1 A |。 

11. 设有理数域上的 n 级矩阵，其中/是元素全为1的 w 级矩阵， 

求 A 的全部特征值和特征向量。 

12. 设 A =( a a ，心 ，…， a „) 是实数域上的 IX ri 矩阵，其中 ai ， a 2 ，…，不全为0, 
n > l ， 求 A ' A 的全部特征值和特征向量。 

13. 设 A 是数域 K 上的 n 级矩阵 ， Ai ， A 2 ，…， A „ 是 A 的特征多项式 | AJ _ A | 在复数 
域中的全部根（它们中可能有相同的）。 证明： 

(1) 对于复数域上的任一多项式 gU ) ，有 | g ( A )\ ; 

(2) 对于数域 K 上任一多项式 / Or ) ，有 /( AO ，/( A 2 ) ，… ，/( A „) 是矩阵 /( A ) 的特征 
多项式 |AI —/( A ) | 在复数域中的全部根，从而如果 A : 是 A 的^重特征值，那么/(义^是 
/( A ) 的至少 A 重特征值。 

14. 设 A 是复数域上的 n 级矩阵 A ， A 2 ，…， A n 是 A 的全部特征值，求 A 的伴随矩阵 
A * 的全部特征值。 

15. 设 A 是数域 K 上的《级矩阵，证明 ：如果 A 的秩为1且 A 2 弇0,那么 A 有 
一 个非零特征值，其重数为1，并且0是 A 的 n — 1重特征值。 

16. 设 A 是实数域上的 n 级矩阵，证明 ：如果 I ~ A 的特征多项式的所有复根的模都 
小于1，那么 

0 < |A|< 2”. 

17. 设 A 是数域 K 上 n 级矩阵 ， ApA 2 ，…，是 A 的特征多项式的全部复根。令 

(A A 

G = 

A m A 




其中 m 是正整数。求 G 的特征多项式的全部复根。 


f 
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18. 设 A ， B 都是数域 K 上的《级矩阵，证明 ：如果 r ank ( A )+ ran k ( B )< w ， 那么 A 
与 B 有公共的特征向量。 


5.6 矩阵可对角化的条件 


5.6.1 内容精华 

利用特征值和特征向量可以把 5. 4节的定理1写成 

定理1数域 K 上 w 级矩阵 A 可对角化的充分必要条件是 A 有 n 个线性无关的特 
征向量 ai ， ce 2 ，…，，此时 

令 P = («1 , a 2 ，… ， a „) ， 

则 P l AP = diagUnh ，…， A „}， 

其中; U 是見 所属的特征值 “=1，2, …， n 。 上述对角矩阵称为 A 的相似标准形，除了主 
对角线上元素的排列次序外， A 的相似标准形是唯一的。 ■ 

如何判断数域尺上《级矩阵 A 有没有《个线性无关的特征向量？ 

首先求出 n 级矩阵 A 的全部特征值。设 A 的所有不同的特征 值是； u ， A 2 , …，; U 。 然 
后对于每个特征值 A ,， 求出齐次线性方程组 （々 J — A)X = 0 的一个基础 解系： ％，&，•••， 
a ；,. ，它们是 A 的线性无关的特征向量。根据下面的定理2和定理3,把这 m 组向量合在 
一起仍然线性无关。如果 n + r 2 + …十 r m = w ，那么 A 有72个线性无关的特征向量，从而 
A 可对角化。此时从定理1知道， A 的相似标准形中，特征值 A , 在主对角线上出现的次 
数等于属于 A , 的特征子空间的维数 = 2, …， m 。 如果 n + r 2 + …十那么 A 
没有 n 个线性无关的特征向量(假如 A 有;2个线性无关的特征向量 Tf 19 fj 29 … ，& 。设％ 
是属于特征值夂的特征向量，则切可以由 a 7 l ， A 2 , …，'线性表出，从而向量组 Tf 19 T ! 2 , 
…， 可以由向量组 a 11 ，… ，《 i ri ，…， a m i ，…，<«'线性表出。于是 rank { rji ，％， •• •，小 } < 
n + r 2 +… r „</ z ， 这与屮 ， ij 2 ，…，小线性无关矛盾），从而 A 不可以对角化。 

定理2 ® A !, A 2 是数域 K 上打级矩阵 A 的不同的特征值， 屯，®^，•••，％ 与丨， ft ， 

…，氏分别是 A 的属于 ； U ， A 2 的线性无关的特征向量，则 …，…，€^，".，队 线性无关。 
证明设 

k\tt\ + 是 2®f2 + …+ k s (X s + ZlPl + …+ l r fir = 0. (1) 

(1) 式两边左乘 A ， 得 

k x Aai + 是 2^*2 + …+ k s Aa s + liAfii H- + …+ l r Afi r = 0. 

从而有 

^iAicti + 々2 Aiflf 2 + …+ k $ X 1 a s + ZiA2P1 十 Z2A2P2 + …十 ZrA 2 p r = 0. (2) 

由于 ； U ^ A 2 , 因此 ； U ， A 2 不全为0。不妨设 A 2 #0。 在 （1) 式两边乘以 A 2 ，得 

kiXzOll + 是 2 久 2<*2 + …+ k s Xza s + llXzfil + 4 久 2 於 2 + …+ IrXzfir — (3) 

(2) 式减去 （3) 式，得 
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攀 


k x (Ai ——久2 )cri + k z (Ai ——又2 ) flf ： 


+ k s (Ai —入2 )«5 


由于 Ai ^ A 2 ，因此从上式得 


^iffi + k z az + + k $ a 

由于 cfi ， a 2 ，…， a 5 线性无关，因此从 (4) 式得々！ = k 2 = 


(4) 


- • • # 


怂= 0。把它们代入（1)，得 


/iPi + Izh H - h l s p, - 0. (5) 

由于趴 ， p 2 ， •• •，扒 线性无关，因此从 （5) 式得 h = h = w = H 。 从而 cti ， a 2 ，…，私，於， 
ft ，…，札线性无关。 ■ 

定理 3 是数域 K 上 n 级矩阵 A 的不同的特征值,1^，…，是 A 

的属于 A , 的线性无关的特征向量，7 = 1，2，“*，饥。则向量组 ' 


. • * ZZZ 


0。从而 CEi j 0,2 > *** » Cfi ， j ? i ， 


flf U ， … ， … ,a m \, ■•- ,a 


线性无关。 


证明思路对于 A 的不同的特征值的个数 m 作数学归纳法。 ■ 
推论1 n 级矩阵 A 的属于不同特征值的特征向量是线性无关的。 ■ 
从定理2前面的一段议论立即 得出： 

定理 4 数域 K 上 w 级矩阵 A 可对角化的充分必要条 件是: A 的属于不同特征值的 


特征子空间的维数之和等于 n 。 ■ 

从定理4立即 得到： 

推论 2 数域 K 上 rz 级矩阵 A 如果有 n 个不同的特征值，那么 A 可对角化。 

定理4的优点在于判断72级矩阵 A 是否可对角化时，只需计算 A 的特征子空间的维 
数，而不必求出特征向量。 

下面给出判断矩阵可对角化的第3个充分必要 条件： 

定理 S 数域 K 上 n 级矩阵 A 可对角化的充分必要条 件是： A 的特征多项式的全部 
复根都属于 K ， 并且 A 的每个特征值的几何重数等于它的代数重数。 

证明必要性。设 A 可对角化，则 




diag { Ai •， Ai ，•• •，又 饥，••• ， A m } ， 


其中; U ， A 2 , …，; U 是 A 的全部不同的特征值， r , 是 A 的属于特征值 A , 的特征子空间的维 

数。因为相似的矩阵有相同的特征多项式，所以 

| XI — A | == (A — Ai ) rj *** (A — A m ) r ' 

这表明 A 的特征多项式的全部根都属于 K ， 并且每一个特征值的代数重数等于它的几何 
重数。 


充分性。设 A 的特征多项式 | AI — 在复数域中全部不同的根 Ai ， A 2 ，…， A m 都属于 
K ， 并且每个特征值 A , 的几何重数 r , 等于它的代数重数，则 


XI — A = (A — 



(A —又2 )巧 … （A — A m ) rfw • 


从而 n + r z H - h 


o 


据定理 4 得， A 可对角化。 


定理5的优点在 于：只 需知道 A 的特征多项式有一个复根不属于数域 K ， 则 A 不可 
对角化；或者只要知道 A 有一个特征值的几何重数小于它的代数重数，则 A 不可对角化。 
以后我们还会继续给出矩阵可对角化的充分必要条件。 


_ 
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5.6.2 典型例题 


例 1 证 明：幂 等矩阵一定可对角化，并且如果 n 级幂等矩阵 A 的秩为 r ( r >0)， 那么 


A 




证明 若厂=；2,则 A 可逆。从得出， A = I ，结论显然成立。 

若 r =0, 则 A = O d 结论也成立。下面设 0< r < n 。 

从 5. 5节的例5的证明过程中看出，当 0< r < n 时，幂等矩阵 A 的全部特征值是 


0，1。 

对于特征值 0, 齐次线性方程组 (OJ—A)X=0 的解空间 Wo 的维数等于 77 —mnk(—A)=77— 厂。 
由于 A 是幂等矩阵，因此 rank(A) +rank( J —A) = 7 ?。 从而 rank(/ —A) =n — r 0 
对于特征值1，齐次线性方程组 a — A)X=0 的解空间％的维数等于 n-rank(7-A) 
= n —( n — r ) = r 0 因此 


dim W 0 4 - dim W \ = (n 一 r ) + r — n , 

从而 A 可对角化。 A 的相似标准形中，特征值 1 在主对角线上出现的次数等于^^的维 
数 r ， 特征值0在主对角线上出现的次数等于的维数 〃一 r 。 因此 



例 2证明 ：数域 K 上幂等矩阵的秩等于它的迹。 

证明 设 A 是数域 K 上 n 级幂等矩阵，且 rank ( A )= rC >0。 则据例1的结论得 



由于相似的矩阵有相等的迹，因此 

/ I r 0、 

tr ( A ) = trf \ = r — rank ( A ). 

\0 0 / 

若 A = 0 ，则 tr ( O ) = 0 = rank ( O ) 0 




s 

例 3 设义^丄，…，九都是数域 K 上的”级矩阵，证明 ：如果 = I ，且 Ai ， A 2 , 

i=l 


… ，都是幂等矩阵，那么 y^rank(A, ) = n 0 

s s s 

证明由于 ; = 了，因此 tr( ； S 戍） 二 tr(I) ， 从而 1>( 人 ）= 

1 1 * = 1 

由于 A: ， A 2 ， … ，人都是幂等矩阵，据例 2 的结论得 


S 5 

rank ( A , ) =工] tr ( Ai ) = n . ■ 

i = \ i — \ 

例 4 证 明：不 为零矩阵的幂零矩阵不能对角化。 

证明 设 A 是 n 级幂零矩阵，且 A 关0。设 mnk ( A ) = r 。 据 5. 5节例4的结论得， 
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A 的特征值有且只有0。齐次线性方程组 （01 — A ) X =0 的解空间的维数等于 
n ~ rank (— A ) — r 0 由于 r >0 ， 因此 dim W 。< n 。 从而 A 不能对角化。 ■ 

例5 5 . 5节的例1中的3级复矩阵 A 是否可对角化？如果 A 可对角化，求出一个 

可逆矩阵 P ， 使 P ~ l AP 为对角矩阵。 

解 从 5. 5节的例1的解题过程知道，3级矩阵 A 有3个不同的特征值 ： 2 ，l + i ， 
1 — i ， 因此 A 可对角化，令 

r 2 1 —2 i 1 + 2 i 1 

P = — 1 — 1 +i — 1 — i , 

—1 一 2 — 2 
则 

:2 0 0 ' 

P~ l AP = 0 1 十 i 0 

0 0 1 — i 

例 6元素全为1的 n 级矩阵 J 看成有理数域上的矩阵是否可对角化？如果 J 可对 
角化，求岀有理数域上一个可逆矩阵 P ， 使 P~ l AP 为对角矩阵。 

解 从 5.5 节的例10的解题过程知道，有理数域上的 n 级矩阵 J 的全部特征值是 
^，0;并且 J 的属于特征值 n 的特征子空间的维数为1，属于0的特征子空间 W 。 的维 
数为 n —1。 于是 dim W „ + dim 灰。 = l + (n — l )= n 。 从而可对角化。令 


1 — 1 


—1 


则 = diag { w ，0 ，…， 0}. 

例7复数域上 n 级循环移位矩阵 C =( 仏， &， e 2 ，…， n ) 是否可对角化？如果 C 可 
对角化，求一个可逆矩阵 P ， 使得 P ^ CP 为对角矩阵。 

解 从 5. 5节的例11的解题过程知道 C 有 n 个不同的特征值：1，心 …， 其中 

因此 C 可对角化。令 




• • « 


f 1 


(n~l) 




in ^ 1 ) 


7i— 


例 8 证 明：复 数域上的所有 72 级循环矩阵都可对角化，并且能找到同一个可逆矩阵 
P ， 使它们同时对角化。 

证明 从 5. 5节的例13的解题过程知道，由^，七，… ，〜 构成的 n 级循环矩阵 A 的 
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全部特征值是 

/( i )，/( e ) ，/¥)，•••，/(『）， 

其中 /(X) + a 2 x + … + '6=#，属于特征值 /( r ) 的一个特征向量是 

( i ， r ， 广，…， e (w — 1)m )'。 令 


p 


f 2 




參_ 


« • « 


^T-l 




1) 


f ^ 1 e 


Cn ^ l ) 


• • 


t 


«-l)(n-l) 


| P | 是范德蒙行列式，由于 l ，^#， …， r _1 两两不等，因此 IP 丨关0。从而 P 的列向量组线 
性无关。于是 A 有 n 个线性无关的特征向量，因此 A 可对角化，并且 


P 


-1 


diag{/(l) ， /(e) ， /(#) ， … ， /OT 1 )}. 


由于 P 与构成循环矩阵 A 的 n 个数〜，〜，•_•，〜无关，因此所有 n 级循环复矩阵都 
可用 P 同时对角化。 ■ 

例 9 复数域上的 n 级 Frobenius 矩阵 A(n>2) 是否可对角化？在可对角化的情形， 
求一个可逆矩阵 P ， 使 P _1 AP 为对角矩阵。 

解 从 5. 5 节的例 14 的解题过程知道， n 级 Frobenius 矩阵 


r 0 
0 


-A 


1 

0 


0 


0 

0 


0 

0 


0 


0 


0 


ao 


的特征多项式1 AI — A 丨 = A ^+ a _ a n 


ai 


一 i 


a 2 


0 


^ n -2 


(^ n -\ 


« 畢 * 


+ aA + a D ，设 Ai ， A 2 ，…， A « 是 I Ai—A 1 的全部复 


根，则它们是 A 的全部特征值。 A 的属于 L 的所有特征向量组成的集合是 


{ ^ C 1 ^ A ； ?? *** 


k e c ， 且是关 o }， 




1 ， 2 ， 


•• jn Q 


令 


P 


Al 又 2 

A? Ai 


_ # « 


A , 


A 


n ^1 


Ar 1 


A : 


rt-i 


情形 


AiA ，…， A „ 两两不等。此时 | P | 关0。从而 P 的列向量组线性无关。于是 


A 有 n 个线性无关的特征向量，因此 A 可对角化(或者说 A 有 n 个不同的特征值，因此 A 
可对角化）。此时 

P~ l AP = diagUi ， A 2 ， … ， A„}. 

情形2 A ^ A 2 ，…， A „ 中有相等的。此时 | P |=0。 从而 P 的列向量组线性相关。这 
时 A 没有〃个线性无关的特征向量，因此 A 不能对角化。 


矩阵可对角化的条件 
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例 10证明 ：如果 a 与 P 是 n 级矩阵 A 的属于不同特征值的特征向量，那么 cr + p 不 
是 A 的特征向量。 

证明设 a 、 P 分别是 A 的 属于; U ， A 2 的特征向量，且 ； U # A 2 。 如果 Cf + P 是 A 的特征 
向量，那么它必属于 A 的某个特征值 A 3 。 于是 A ( cf + p )= A 3 ( a +/0。 又有 

A (a + p) = Aa + Afi = Aiflr + A2JJ. 

从而 /lia 十 A 2 p = A 3 a + A 3 p 。 艮 P 

(Ai — A3 )ft + (A2 — A3 )p — 0. 

由于 A 的属于不同特征值的特征向量线性无关，因此 a ， p 线性无关。从而由上式得 

Ai ——又3 = 0， 义2——久3 — 0. 

由此推出， Ai = A 3 = A 2 。 矛盾。因此 cr + P 不是 A 的特征向量。 ■ 

例11设 A 是数域 K 上的 rz 级矩阵。证明 ：如果 中任意非零列向量都是 A 的特 
征向量，那么 A —定是数量矩阵。 

证明 如果 K ” 中任意非零列向量都是 A 的特征向量，那么据例10的结论得， A 没有 
不同的特征值。即 A 有且只有一个特征值1，又由于 A 有 n 个线性无关的特征向量，因此 
A 可对角化。于是存在 K 上 n 级可逆矩阵 P ， 使得 pHAPzdiagU ^ Ai ，…， AjzAd 。 从而 

A = PCAiDP - 1 = U 

例 12 设 A = (^)是数域 K 上 72 级上三角矩阵。 

证明：（1)如果 a n ， a 22 ，…，〜两两不等，那么 A 可对 角化； 

(2) 如果 a n = a 22 二…二‘，并且至少有一个 akl 9^0( k < n ，那么 A 不能对角化。 

证明 |AJ—A|= (A — an)(A ~ a 2 2 )***(A — a w ), 

因此 A 的全部特征值是 ， a 22 ，…，〜。 

(1) 如果 a n ， a 22 ，…，‘两两不等，那么 A 有72个不同的特征值，因此 A 可对 角化； 

(2) 如果 a u =a 22 = 〜 =‘ ，那么 A 有且只有一个特征值 a n 。 齐次线性方程组 
(a n J—A)X=0 的解空间 W 的维数等于 n — rank (an J—A) 。 由于 A 中至少有一个 
元素知 /0(«0 ，因此 a u 7 — A#0 。从而 

dim W = n — rank(a n J — A) <C w. 

因此 A 不能对角化。 ■ 

注：例 10的第 （2) 小题也可用反证法 ：假如 A 可对角化，则存在 n 级可逆矩阵 P ， 

使得 

P 一 1 AP = diag{a u ， a u , … ,a n } = a n I. 

从而 A = PCauDP - 1 = a n L 

这与 A 有一个元素 m 矛盾。 

例 13 设 A 是数域 K 上的 n 级可逆矩阵， 证明： 如果 A 可对角化，那么 7 T 1 ， A + 都 
可对角化。 

证明 如果 A 可对角化，那么存在可逆矩阵 P ， 使 

P _1 AP = D = diag{<ii ， d z ， … ， d n } • 

由于 A 可逆，因此也可逆，由上式得 

= = diag{ 心 1 ， ^ 1 ， … ， cC 1 }• 


_ 
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由于 AA * = | A | J ， 因此 A * = | A | A - \由上式得 

P~ l ( \ A \ A- l ^P = \ A \ P l A 1 P = \ A \ D 
= diag{ \ A \ di 1 , I A I A 1 ，…， I A 丨 d 
例 14 斐波那契 （ Fibonacci ) 数列是 


一 1 


0，1，1，2,3,5,8，13, 


它满足下列递推 公式: 


= a rt+1 十 a 


n 


n = 0 ， 1 ， 2 ， 


■ 


以及初始条件 a Q =0， q = l 。 求 Fibonacci 数列的通项公式，并且求 lim 


a n 


解令 


n + 1 


则 


a 


n 


f^n+1 


n = 0,1,2 


a 


n 


<^n + 2 


<^ n+l 


f11 


0 


a 


n 


( 6 ) 


(7) 


令 

则 （7) 式可写成 
从 （8) 式得出 


A = 


0 


(Xrt+l 2 =Aa n - 

a n =A n a 0 _ 


( 8 ) 

(9) 


于是为了求 Fibonacci 数列的通项公式就只要去计算可利用 A 的相似标准形来简化 
的计算。把 A 看成实数域上的矩阵。 

| a 7 _aHa 2 -a-i = — 


于是 A 有两个不同的特征值 : 》 1 = 1 ^，彳 2 = 1 ^，从而焱可对角化。 


2 


2 


令 


P 


Ai A 


则 

从而 


P~ l AP 


Ai 0 1 

o a 2 


A n = P 


% 0 、 

n 

P~ l = 

i Xl Xz \ 

% 

0, 

1 

^ 1 

一入 2 、 

0 kz 

•s > 


U i) 

0 

N 

A? 

J 

Vs" 

— l 

Ai 

> 


1 

此 1 

^ rt+1 > 

M 

f 

V5 

A? 

A? 

J 

N 


—— 1 


又 2 ] 

Ai 


( 10 ) 


从 （9) 式及初始条件，得 




A n 


a 


n 


0 


( 11 ) 


比较 （11) 式两边的第2个分量，得 
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卜⑴ =氣(¥)°- (¥)”]• ⑽ 

(12) 式就是 Fibonacci 数列的通项公式。 

lim — = ^~ ^ 0. 618. 

^71+1 乂 1 乙 

注： Fibonacci 数列的第 w 项与第 ”+1 项 a „ +1 的比值，当 oo 时的极限等于 ^ ll 

乙 

^0. 618. 这个极限值约等于 0. 618) 在最优化方法中有重要应用。 

例 15色盲遗传模型。 

考察某地区居民的色盲遗传情况。 

每一个人都有23对染色体，其中22对是常染色体，1对是性染色体。男性的1对性 

染色体是 （ X ， Y )， 女性是 （ X ， X )。 基因位于染色体上。在1对染色体的某一点位上的一 

对基因称为两个等位基因。显性的基因用 A 表示，隐性的基因用 a 表示。色盲基因是隐 

性的，且只位于 X 染色体上。如果女居民的1对性染色体的某一点位 P 上的两个等位基 

因是 X a X G ，那么她患 色盲； 否则，她不患色盲。如果男居民的1对性染色体的某一点位 P 

上的两个等位基因是 X “ Y ， 那么他患 色盲； 否则，他不患色盲。 

设 iV 个女居民中，有 M 个人的点位 P 上的两个等位基因是 X a X a ， N 2 个人是 X A X a 

或 X a X A ， iV 3 个人是 W ， 则女居民的 色盲基因频率 （ N 个女居民的 X 染色体上色盲基 

因数目与她们的 X 染色体上等位基因的数目之比）为 

liV 2 +2iV 3 = N 2 N 3 
2N — 雨十瓦， 


它大于女居民中色盲者的比例#。 

类似地，设 M 个男居民中，有 M : 个人的点位 P 上的两个等位基因是 X a Y ， M 2 个人 

SX ° Y ， 则男居民的色盲基因频率为它等于男居民中色盲者的比例。 

某地区第 〖代 男居民与女居民的色盲基因频率分别记作匕，设第一代男居民、女 
居民的点位 P 上等位基因分布的人数如上所述，令 

—— M 2 _ Ni 9 _ N 2 + _ N 3 

P — M， q — M， r — N， 2s - I ， I* 

贝！ 1 bi = q 9 Ci = s - \~ t , 

现在来求 h ， c 2 。 假设第一代男居民与女居民的结合是随机的。设第二代男居民共 
有 L 人，其中具有等位基因 X A Y 的人，由于他的基因 X A 来自母亲，而第一代女居民中， 
基因 X A 的频率为 

2 N , + N 2 N , , N 2 , 

-=-- — T H— S 

2 N N 2 N 

因此具有等位基因 X A Y 的人的数目为同理，具有等位基因 X G Y 的人的数目为 
LG + 0。 因此第二代男居民中色盲基因频率6 2 (它等于男性色盲者的比例）为 
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LCs + t) 
^ L ^ 


—s -\- t = c l9 


设第二代女居民共有 W 人，其中具有等位基因 X A X A 的人的数目为 Wf ( r + s )， 具有等位 
基因 X A X a 或 X ° X A 的人的数目为 W [ f ( s + i ) + ( r + s ) d ， 具有等位基因 X ，的人的数 
目为 ％ ( S + 0。 由此得出，第二代女居民的色盲基因频率 Q 为 

_ Wlpis + t) + (r + s)g] 十 + 0 

Cl= m 

= -^-(5 + f + g) = (ci -(- 61). 


同理，有 


其中 i = 2，3 ，…。设 ?ci 
解从 （13) 式得 


f bi — Ch ， 

' = 去 d 

N. 

已知，求 k ， c rt 。 



(13) 



把 （14) 式右端的系数矩阵记作 B ， 从 （14) 式容易得出 



由此可见，求 b n ， c n 归结为求出 B - 1 。 


XI — B — CX — 1) (A H - 


(14) 


(15) 


因此 B 的全部特征值是1，一从而 B 可对角化。 
令 


则 

从而 


P~ l BP 


0 


0 


B 


n-l 


P 


0 


0 


2 


n 1 


P 


一 1 


— 2 


0 


0 (—4) 


2 


y 


l-(-y)^ 2 2 + (— 音 广 2 


— ( 一音广 1 2+( —★) 


(16) 


因此 
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b 


1 r 


n 


3 


c 


n 


_( —专) 


— ( — 了） 


/I 一 2 


n —1 


bl+ Y 


+ — 


2 + ( — 音广 1 2 3 4 


Cl 


2十 （一4) 


«— 1 




( 17 ) 


点评： 从 （17) 式得 


\imb n = lime” = —6 X 4 - —Ct 


(18) 


n 


n 


这说 明：某 地区尽管第一代男、女居民的色盲基因频率可能不相等，但是经过许多代（每一 
代都是随机结合)之后，男、女居民的色盲基因频率将接近相等。由于男居民中的色盲者 
比例等于色盲基因频率，而女居民中色盲者比例小于色盲基因频率，因此经过许多代之 
后，女居民中色盲者比例将小于男居民中色盲者比例。这样一个生命科学中的问题通过 
运用数学理论给出了答案，这表明数学理论在实际生活中是有用的。 


例16设 A 、 B 分别是数域 K 上 n 级、 m 级矩阵，它们分别有 n 个、 m 个不同的特征 
值。设 /( A ) 是 A 的特征多项式，且 /( B ) 是可逆矩阵。 证明： 对任意 nXm 矩阵 C ， 都 
有矩阵 


G 



可对角化。 


证明 


A / — G 


Xl n — A 
0 


-c 

— B 


— A I I XI m — B 


— (A —— Ai) (A —— 入 2 ) ••• (A —— ) (A —— ) (A —— "2) ••• (A —— )• 

由已知条件知道， AnA 2 ，…， A „ 两两不等，;两两不等。由于内是 B 的特征值， 
因此 /( 妁）是 /( B ) 的特征值 ， j = 1,2 ，…， 771。由于 /( B ) 是可逆矩阵，因此 /( 内）关0, 
j = l ，2, …， m 。 从而 = 1，2，…， m ) 不是 A 的特征值。于是 （w + m ) 级矩阵 G 有 w+m 
个不同的特征值。从而 G 可对角化。 ■ 


习题 5. 6 

t 

1. 习题 5.5 的第1，2题中，哪些矩阵可对角化？哪些矩阵不能对角化？对于可对角 
化的矩阵 A ， 求可逆矩阵 P ， 使得为对角矩阵，并且写出这个对角矩阵。 

2. 求是任一正整 数）： 

( 1 ) 

/ 1 2 
A=( 

\ — 1 4 

3. 证明 ：数域 K 上的 n 级对合矩阵一定可对 角化； 并且写出它的相似标准形。 

4. 设 w 级矩阵 A 为 
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证明： A 可对角化。 

5. 设有理数域上的 n 级矩阵 A =&/ + &/，其中 J 是元素全为1的 n 级矩阵， 
b 0 b^ o A 是否可对角化？如果 A 可对角化，求出一个可逆矩阵 P ， 使为对角矩 
阵，并且写出这个对角矩阵。 

6. 设 A = (〜，“2，… ， a „) 是实数域上的 lXw 矩阵，其中〜 ， a 2 ，•••，《„不全为0，72>1 。 
A'A 是否可对角化？如果 A r A 可对角化，求出一个可逆矩阵 P , 使 ( A ; A)P 为对角矩 
阵，并且写出这个对角矩阵。 

7. 上的72维非零向量， n > l 。 
令是否可对角化？如果 A 可对角化，求出一个可逆矩阵 P ， 使 P l AP 为对角 
矩阵，并且写出这个对角矩阵。 

8. 设复数域上的矩阵 


A 





问 : AB 是否可对角化？如果 AB 可对角化，求出一个可逆矩阵 P ， 使得 P l ABP 为对角 
矩阵，并且写出这个对角矩阵。 

9. 设数列 {〜} 满足下述递归 公式： 


a M = + a *)，々 = 0，1，2… 


以及初始 条件: 〜=0，〜= 


求这个数列的通项式，并且求出 lima , 


k- 


10 •设 

r 0 10 6、 

A = 1 — 3 — 3， 

-2 10 8 

< j 

求 A 100 。 

11. 设生产三种产品每生产一个单位的尺需要消耗 掉〜个 单位的 P ,。 
令 A =(%) 称 A 是消耗系数矩阵，在实际问题中， A 是可逆矩阵，且 A 的每个元素都是非 
负数。设初始投入的尺的数量为匕，令/^^(^，匕，^)'。为了使一年后这三种产品同步 
增长 （ BH ， 增长的百分比相同），则对0应当有什么要求？这个增长的百分比是多少？ 

12. 在第11题中，设消耗系数矩阵 A 如下所述，求初抬投入的这三种产品的数量之 
比应为多少时，才能使它们一年后按同一百分比增长，这个增长的百分比是多少？其中 



^0, 3 

0. 2 

()• 4、 

A — 

0. 2 

0 

0. 2 


0. 4 

0. 2 

0. 3 

j 


13.设 A 是实数域上的2级矩阵，证明 ：如果| A |<0, 那么 A 可对角化。 
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14. 设&，心 ，…成 都是正实数，且 = 1。设 A = (% ) ，其中 

i=i 

—j 1 — 6,， 当 i = j •， 

U [— ^ b { b } , 当 f # j . 

求矩阵 A 的秩; A 能否对角化？若 A 可对角化，写出与 A 相似的对角矩阵。 

*15. 设 A、S 分别是数域 K 上 /z 级、 m 级矩阵，证明 ：如果 A、B 都可对角化，那么 
也可对角化。 


5.7 实对称矩阵的对角化 


5. 7.1 内容精华 


设二次曲面 S 在直角坐标系 I 中的方程为 

jc 2 + 4y 2 ~h z 2 — 4：xy — 8 x 2 ； —— 4yz — 1 = 0 . ( 1 ) 

这是什么样的二次曲面呢？ 

解决这个问题的思路 是：作 直角坐标变换，使得在直角坐标系 n 中， s 的方程不含交 
叉项，只含平方项，那么就可看出 s 是什么二次曲面。设直角坐标变换公式为 



( 2 ) 


其中 T 一 定是正交矩阵（理由可参看丘维声编《解析几何》（第2版）第143页的定理 4. 


7)。 （1) 式左端的二次项部分可以写成 

工 2 十 4： y 2 + z 2 — 4 ：xy — 8 xz — 4 yz 



「1 —2 —4、 



( x ^ y ^ z ) 

- 2 4 -2 




4 2 1 

v > 


z 

\ j 


把 （3) 式右端的3级矩阵记作 A 。 用公式 （2) 代入 (3) 式，得 


(3) 


〆 ） T ' AT ， . (4) 

* 

Z 

< J 

为了使 （4) 式不出现交叉项（目卩，：^，项，:项，项），只需使矩阵 Tat 为对角矩 
阵。由于介二了- 1 ，因此也就是要使为对角矩阵。这就希望 A 能对角化，并且要 
找一个正交矩阵 T ， 使 A 对角化。注意 A 是实数域上的对称矩阵，于是提出了一个 问题: 
对于实数域上的对称矩阵 A ， 能不能找到正交矩阵 T ， 使得为对角矩阵？本节就 
来研究这个问题。 



• 294 • 第 5 章矩阵的相抵与相似 

实数域上的对称矩阵简称为实对称矩阵。 

如果对于”级实矩阵 A 、 B ， 存在一个 n 级正交矩阵： T ， 使得丁那么称 A 正 
交相似于 B 。 

容易验证，正交相似是 n 级实矩阵组成的集合的一个等价关系。 

定理1实对称矩阵的特征多项式的每一个复根都是实数，从而它们都是特征值。 
证明设 A 。 是 n 级实对称矩阵 A 的特征多项式的任意一个复根，为了证 A 。 是实数， 

只要证 l = A 。。 把 A 看成复矩阵，则是 A 的特征值，从而存在 a eC " 且<*关0,使得 

Aa = A 0 a. (5) 

由于 A 是实矩阵，因此从 （5) 式得，由于 A 是对称矩阵，因此 A '= A 。 在 （5) 式 
两边取转置得， a ' A ^ A 。 〆 。 于是从刚才得到的两个等式可分别得出 

a Aa ^ A 0 a a , 

a Aa —— A 0 a a. 

由此得出，即( X 。 一 又。）€^ = 0。由于 a #0, 因此 cc ' S ^ O 。 从而 Z = A 。。 ■ 

定理2实对称矩阵 A 的属于不同特征值的特征向量是正交的。 

证明设义：与 A 2 是 A 的不同特征值，％是 A 的属于 A ,_ 的一个特征向量 ， i = l ， 2。 
要证 ( ai ， a 2 )=0。 为此计算 

Ai (ai ? a 2 ) = (Aiai >a 2 ) = (Aai »a 2 ) = (Aai )^2 = a/A^az = a^Aaz 9 

A 2 (ai ， ce 2 ) = («i ， A 2 fif2) = (ai >Aa 2 ) = a r iAa 2 . 

由此可得出 ， （Ai — A 2 )( ai ， a 2 ) = 0。由于 Ai ^ A 2 ，因此 （ ai ， a 2 ) = 0。 ■ 

_ 

定理 3 实对称矩阵一定正交相似于对角矩阵。 

证明对实对称矩阵的级数〃作数学归纳法。 
n=l 时， （1) 一因此命题为真。 

假设对于 n -1 级的实对称矩阵命题为真，现在来看 n 级实对称矩阵 A 。 

由于实对称矩阵必有特征值，因此取 A 的一个特征值 A : ，属于 Ai 的一个特征向量 
小，且1小1=1。 把？ 扩充成 R n 的一个基，然后经过施密特正交化和单位化，可得到 R ” 
的一个标准正交基•，卟。令 

Ti = ( l | l ，1/2，•••，％)， 

则乃是 n 级正交矩阵。我们有 

T^ATi = T7 1 (Aiji ,Aij 2 » *** = (TV 幻叩 ， TV Ai/ 2 ，…， TV Ai|„). 

由于 ( ei ， e 2 ，… , c „) ，又有 IT 1 了 1 = ( iViji ，丁 r 1 % ， •• •，丁 r 1 小）， 

因此： rr 1 ^^^。 从而得到 

fAi a] 

7 T 1 AT ： = _ (6) 

0 B 

V ji 

由于 A 是实对称矩阵，因此 T ^ AT , 也是实对称矩阵。由 （6) 式得， cr = 0, 且 B 也是 
实对称矩阵。于是对 B 可以用归纳假设，存在 n -1 级正交矩阵 T 2 ，使得 

T^BTz = diagU 2 ， … ， A„}. 


令 
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T x 


T 2 


则 了是正 交矩阵，并且有 


T^AT 


1 0 i — 1 (1 0 

0 t 2 ^ 1ATl 0 t 2 


TV 1 


t 2 


TV FT 


diag { Ai ，又 2 ， •••， A ”} • 


2 


根据数学归纳法原理，对于任意正整数 n ， 命题为真。 

定理3表明 ： 实对称矩阵一定可对角化。 

对于 n 级实对称矩阵 A ，找一个正交矩阵： T ， 使得 T ~ l AT 为对角矩阵的步骤 如下： 

第1步计算 | AI - A | ，求出它的全部不同的根4 ， A 2 ，…，，它们是 A 的全部特 
征值； 

第2步对于每一个特征值 A ,， 求 ( AJ — 的一个基础解系 a n ，邸，…,'•，然后 
把它们施密特正交化和单位化，得到如，!^，…，，。它们也是 A 的属于 A , 的特征向量。 


第3步令 


(?/11 ， … ， t/lr , ，…，巧 ml， …， IJznr )， 


则 了是 n 级正交矩阵，且 


T~ l AT = diag { Ai ，…， A ] ，•“ ， A OT ，…，入饥 } 


命题1 如果 n 级实矩阵 A 正交相似于一个对角矩阵 D ，那么 A —定是对称矩阵。 
证明 由已知条件，有 n 级正交矩阵: T ， 使：，从而 


A " = (TDT 


{ T ~ l YD f T f = { T f YDT f = TDT~ l = A . 


因此 A 是对称矩阵。 ■ 

从命题1可得出，两个〃级实矩阵相似，但不一定能正交相似。例如，设 n 级非对称 
实矩阵 A 相似于一个对角矩阵 D ，那么 A 不能正交相似于 D 。否则，由命题1得， A 为对 
称矩称，矛盾。 

命题2 两个 w 级实对称矩阵正交相似的充分必要条件是它们相似。 

证明 必要性是显然的。 

充分性。设 A 与 B 都是 n 级实对称矩阵，并且 A 〜 B 。 于是 A 与 B 有相同的特征多项 
式，从而它们有相同的特征值(包括重数也相同）： A ， A 2 ，…， A „ 。据定理3得， A 与 B 都正交 


相似于 dia g a ， A 2 ，…， AJ 。 由于正交相似具有对称性和传递性，因此 A 正交相似于3。 ■ 
从命题2的充分性的证明过程中可以看出，如果两个 n 级实对称矩阵 A 与 B 的特征 
值相同（包括重数也相同），那么它们正交相似，从而相似。因此对于所有 n 级实对称矩阵 
组成的集合来说，特征值(包括重数)是相似关系下的完全不变量。 


* 
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5.7.2 典型例题 


例1设 


— 1 一 1 


— 1 


1 — 1 
4 — 1 


1 -1 - 


求正交矩阵 T ， 使得： THAT 为对角矩阵。 


解 


A 一 4 


— 1 


| A 7 -A 


A-4 


1 - 1 


入 — 4 


A 一 




(A-3) 3 (A-7). 


因此 A 的全部特征值是 3( 三重），7。 

对于特征值3,求得 （3 J — A ) X =0 的一个基础解系 


Ofi 


a 2 


«3 


—1 


把 Cfi ， flf 2 ， a 3 正交化，得 




ai 




— 1 


把趴 H 分别单位化，得 




V2 

T 

V 2 


12 


S 

T 


V 3 

~ 6 ~ 

V3 

~ 6 ~ 

V3 

T 

^3 


对于特征值7,求得 （71— A ) X =0 的一个基础 解系: 



5.7 实对称矩阵的对角化 


• 297 • 



= (1，一 1，一 1，1)’. 

把 cr 4 单位化，得％ = (+，_ +，_ +，音)' 

令 ： T =(卟 ，巧 2 ，| J 3 ，1 J 4 ) ，则了是正交矩阵，且 

T~ l AT = diag{3,3,3,7}. 

例 2证明 ：如果 A 是实对称矩阵，且 A 是幂零矩阵，那么 A = 0 。 

证明 由于幂零矩阵的特征值有且只有 0, 因此据定理 3, 存在正交矩阵 T ， 使得 
: T — iAT ^ diagfCUO , …，0}。从而 

A = TOT- 1 =0. ■ 

例 3 证明 ：如果 A 是 sX” 实矩阵，那么 A'A 的特征值都是非负实数。 

证法一 由于 A'A 是 n 级实对称矩阵，因此存在 n 级正交矩阵： T ， 使得 

了― 1 (A'A)T = diag{Ai ,A 2 ， … ， A „} ， 

其中; U ， A 2 ，…丄是的全部特征值，于是 


n 

A t * — ； i) = [(AT)’(£; 是 )] [(AT)(^；01 

k = l 


= X ；[( AT )(^；0] 2 >0. 

证法二设 Ao 是 A 次的一个特征值，则存在 aeir 且使得 A ' Aa ^ AoCt 。 两边 
左乘得 

ct ’ A’Acr = X 0 aa , 

即由于 cr 关0,因此 aa = kl 2 >0, 从而 

^ — (Aa)’ （ A*) — (Aa ,Aa) ^ M ■ 

Ao ^~ = I a I 2 ■ 

例 4 证明 ：72 级实矩阵 A 正交相似于一个上三角矩阵的充分必要条 件是： A 的特征 

多项式在复数域中的根都是实数。 

证明必要性。设〃级实矩阵 A 正交相似于一个上三角矩阵 B 〜），则 

| AJ — A | = \XI — B \ = (A — ) (又 一 6 22 ) … (A — 

这表明 I AI_A I 的根 ， b Z 2 ，… ，6 m 都是实数。 

充分性。对实矩阵的级数作数学归纳法。 n = l 时，显然命题为真。假设对于打一工 
级实矩阵命题为真，现在来看”级实矩阵 A 。 由于 A 的特征多项式在复数域中的根都是 
实数，因此可以取 A 的一个特征值 A :。 设屮 是 A 的属于 At 的一个特征向量，且|叩|=1。 
把叩扩充成 R ” 的一个基，然后经过施密特正交化和单位化，得到 R ” 的一个标准正 交基: 
ni ，帘 ，… ，卟 。令 Ti ^ Cijx ， t |2 ，…，唂），则1是正交矩阵。 

T 1 1 AT 1 = T j 1 ( Atj ! , Aiy 2 , *** , Atj „) = (了 i Ui ij ! 八巧2，…， Tr 1 Aij „). 

由于了 i 因此从而 


于是 


Ti 1 AT 1 = 

XI —A =(A—Ai) \XI — B\ 0 因此 /z 


/Ai fit \ 

= (o e)* 

一 1 级实矩阵 B 的特征多项式在复数域中的 
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根都是实数。从而对 B 可用归纳假设 ：存在 w — 1级正交矩阵丁2,使得 T BT 2 为上 
三角矩阵。 

令 


T = 




则 了是 n 级正交矩阵，且 


T^ l AT = 

10 

fAr 

一 0 



TAT , 



aT 2 

T 2 l BT 2 





因此 7— iAT 是上三角矩阵。 

据数学归纳法原理，对一切正整数 n ， 此命题为真。 ■ 

例5 证明 ：如果 〃级实矩阵 A 的特征多项式在复数域中的根都是实数，且 
那么 A 是对称矩阵。 


证明据例4的结论得，存在级正交矩阵7%使得: T 1 = 其中 ( 心 ）是上三角 
矩阵。从而:，即 = 政。 由于，因此 = 甘 B 。 于是 


当 f = l 时， （7) 式成为 


k — l 


n 

U 沾， z = 1，2 ，…， rz . 



(7) 


y^jbik = b \ i . 

k^\ 

由此推出，纪 2 +私+… +6L=o。 从而61 2 = 6 13 ="=心= 0。 

当 i = 2 时， （7) 式成为 

n 

= ^12 ^22 = b\ z . 

fe = l 

由此推出，6 2 3二心 = …= b 2n = 0。 

依次下去，可得 

=…= b Zn = 0 , …， = 0 . 

因此 B 是对角矩阵。由于 A 正交相似于对角矩阵 B， 因此 A 是对称矩阵（据本节命 
题 1)。 ■ 

例6证明 ：任一 n 级复矩阵一定相似于一个上三角矩阵。 

证明对复矩阵的级数 〃作数 学归纳法。 《=1 时，显然命题为真，假设1级复矩阵 
一 定相似于一个上三角矩阵。现在来看 n 级复矩阵 A 。 设是〃级复矩阵 A 的一个特征 
值， flfi 是属于 Ai 的一个特征向量。把 cci 扩充成 C n 的一 个基： ％ ，cr 2 ， …， cr„ 。令 Pi = 
(«i，a 2 ，…，氏） ，则 A 是 n 级可逆矩阵，且 

PT ' AP ： = iVCAflh，A« 2 ，…，脱）= Civ—，P …， d). 

由于 Pi 1 Pi = I，因此 Pi iflfi 。从而 
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PT l AP 


0 B )_ 


对 n —1 级复矩阵 B 用归纳假设，有 n — 1级可逆矩阵 P 2 ，使得 F 2 - 1 BP 2 为上三角矩 


阵。令 


Pi 


则 P 是〃级可逆矩阵，且 


P- 1 AP 


因此是上三角矩阵。 


aPz 

P^BP 


据数学归纳法原理，对一切正整数 n ， 此命题为真。 

例7证明 ：实数 域上斜对称矩阵的特征多项式在复数域中的根是0或纯虚数。 

证明设 A 是实数域上的 n 级斜对称矩阵。 心是 A 的特征多项式— A 1 在复数 
域中的一个根。把 A 看成复矩阵，则 A 。 是 A 的一个特征值。从而存在 aeC ” 且使 

由于 A 是实矩阵，因此从上式两边取共轭复数得，石。两边左乘 〆 ，得 

aAa = X 0 aa. (8) 

由于 A 是斜对称矩阵，因此， A 。 在& 两边取转置，得 =— A Q a '。 两边 

右乘得 


aAa =一 A 0 aa. 


(9) 


从 （8) 式和 （9) 式，得 (Xo+Ao)ft^F = 0 。 由于 ctgO , 因此 crX 古 0 。 从而 Xo = — A 。。 因此 
A 。 等于 0 或 A 。 是纯虚数。 

例 8 设 A 是实数域上的 n 级斜对称矩阵。证 明： 


21 


2 L 


> 2 2 ”， 


等号成立当且仅当 A 


o 


证明 


21 


② + ( -冬 A) •① 


21 


21 n 


21 


于是 


21 


- — A I 


21 


2 L 


21 


A 2 


从而 


21 


21, 


2J„ | • 2I n — +A 2 




2 〜 2« I. - T A 2 . 


由于 A )(— A )= A 2 , 因此 A 2 是实对称矩阵。据例7的结论，可设 A 
的特征多项式在复数域中的全部根为… ， M ， 其中匕 名， …上是实数。于是 A 2 的 
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2. 证明 ：如果 n 级实对称矩阵 A 与 B 有相同的特征多项式，那么 A 〜 B 。 

3. 证 明：如 果数域 K 上 n 级矩阵 A 的特征多项式在复数域中的根都属于 K ， 那么 A 
相似于一个上三角矩阵。 

4. 设 A 是 n 级实矩阵，证明 ：如果 A 的特征多项式在复数域中的根都是实数，且 A 
的一阶主子式之和与二阶主子式之和都等于0,那么 A 是幂零矩阵。 

5. 证 明：正 交矩阵的特征多项式在复数域中的根的模都等于1。 

6. 证 明：酉 矩阵的特征值的模为1。 

7. 设 A 是 n 级复矩阵，如果 A * = A ， 那么称 A 是 Hermite 矩阵，或自伴矩阵（这里 
A *= A ')。 证明： Hermite 矩阵的特征值是实数。 

8. 设 A 是 n 级复矩阵，如果 A * = — A ， 那么称 A 是斜 Hermite 矩阵。证 明：斜 
Hermite 矩阵的特征值是0或纯虚数。 

9. 证明 ：实对 称矩阵 A 有一个实对称立方根，即存在一个实对称矩阵 B ， 使 A = B 3 。 

10. 证 明：正 交矩阵 A 如果有两个不同的特征值，那么 A 的属于不同特征值的特征 
向量是正交的。 

补充題五 

1. 设 A 是复数域上的 rz 级可逆矩阵，证明 ：如果 A 〜 A A ，其中6是大于1的正整数， 
那么 A 的特征值都是单位根。 

证明设 A 。 是 A 的任一特征值，则 M 是"的一个特征值。由于 A 〜 AS 因此也是 
A 的一个特征值。从而/是"的一个特征值。于是 Af 是 A 的一个特征值。依次下去， 
Af ， A ? 4 ，…都是 A 的特征值。但是《级矩阵 A 的特征值恰有 n 个(重根按重数计算），因此上 
述过程不可能无限进行下去，于是到某一步 Af 有 

Af - ，其中0 < Z < 义 

由于 A 可逆，因此 A 。 关0。从而由上式得 

= L . 

因此 A 。 是单位根。 ■ 

2. 设 A 是2级正交矩阵， 证明： 

(1) 如果 | A |=1， 那么 A 正交相似于下述形式的 矩阵： 

icosd —— sin 汐、 

\ sind cos 6 / 

其中 O <0<7 T ; 

(2) 如果 | A 1= — 1，那么 A 正交相似于对角 矩阵： 



证明 （1) 设 | A |=1。 据4, 6节的例7的结论得， 
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T~ l AT = 



0 

t 2 


— 1 







0 


0 

T^ l 2 BT z 


a o o 、 

0 cos 沒 —— sin 汐 ； 
0 sin 汐 cos 沒 


当 1 A 1= —1 时，由于1，因此 | B |=1。 于是 （2) 式中的3级正交矩阵： T ， 使得 


(3) 


(- 1 

T~ l AT = 0 

0 


0 0 
cos 沒 —— sin^ 
sin 没 cos 汐 


(4) 


4. 几 何空间（点集）的一个变换，如果保持点之间的距离不变，那么称它是正 交点变 
换或保距变换。 正交点变换 a 在空间直角坐标系中的公式为 




、 





f 

y 

/ 

— A 

y 

+ 

Jo 

J 

(5) 

Z 


Z 

w j 


产 0 J 




其中 A 是3级正交矩阵（参看丘维声编《解析几何》（第2版）第233〜234页的 
定理 6. 12)。 证明： 


(1) 如果 IA |=1，且 a 保持一个点不动，那么 c 是绕某一条定直线的 旋转； 

(2) 如果 | A |= — 1，且 (T 保持一个点不动，那么 CT 为一个镜面反射（即把每一个点对 
应到它关于某个平面的对称点），或者为一个镜面反射与一个绕定直线的旋转的乘积。 

证明 （1) 设 | A |=1， 且保持一个点不动，则以这个不动点为原点0,建立一个直 
角坐标系工在此直角坐标系中的公式为 





/ 

y 

=A 

y 

f 

2： 



< J 




据第3题的结论得，存在一个3级正交矩阵 T ， 使得 



(1 0 0 1 

T^ 1 AT = 0 cos 汐一 sin 沒 . (7) 

0 sin 沒 cos 沒 


建立另一个直角坐标系 n ，它的原点仍为点 o , 且 I 到 n 
的坐标变换公式为 


的过渡矩阵为 t ， 则 I 到 n 





y 

— T 

y 

z 

、 J 


z 

% ^ 


其中 （ H 5/ 是点 ( x ，^， z )' 在 n 中的坐标，把 （8) 式代人 （6) 式，得 
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「X > 



T 

〜 f 

y 

— AT 

: y 


〜 f 

z 

、 J 


z 

V J 


于是 a 在直角坐标系 n 中的公式为 


rX y 


〜 

rX^ 


rl 0 0 ] 


〜 


: y 

— T^ l AT 

y 

— 

0 cos 夕 —— sind 


〜 

y 

. (9) 

〜擊 

J 


z 


0 sin^ cos 汐 

V J 


z 

\ > 



(9) 式表明^是绕 n 中的2 轴旋转 e 角。 

(2) 设 iai =_ i ， 且^保持一个点不动，则以这个不动点为原点 a 建立直角坐标系I。 
a 在I中的公式为 （6) 式。据第3题的结论得，存在一个正交矩阵 T， 使得 


r— 1 0 0 ] 

T _1 AT = 0 cos 夕一 sin(9 

0 sin 没 cos 汐 


( 10 ) 


建立另一个直角坐标系 n ，使II的原点仍为点0,且I到 n 的坐标变换公式为 （8) 式， 
则 a 在 n 中的公式为 


〜寺 

(X ^ 


〜/ 

: y 

〜/ 
Z 


0 

0 


当 Q =2 kn 时， （11) 式的系数矩阵为 


0 0 ) 


fX\ 

cos<9 —— sin^ 


〜 

y 

sin 没 cos 汐 

) 


z 

\ J 


( 11 ) 


(―1 0 0] 
0 10 


I 0 0 1 

(12) 式 表明： a 是关于 yOz 平面的镜面反射。 

当沒关2以时， （11) 式的系数矩阵可分解成 


( 12 ) 


rl 

0 

0 、 


「一 1 

0 0 、 

0 

COS0 

— sin 沒 


0 

1 0 

0 

sin 汐 

COS 汐 

〆 


0 

0 1 


(13) 


此时^是关于平面的镜面反射与绕 n 中的 s 轴旋转0角的乘积。 ■ 

注 ：从第 4题的证明过程看岀，若正交点变换 a 保持一个点不动，则 a 保持过这个点 
的一条直线上的每一个点不动。 

5. 设 A=u t；? ) 是”级复矩阵。令 


D, (A) = {z C | | z — | ^ 2 I 〜 | . (14) 

称 D £ (A)，i=l，2, …， w， 是 A 的 rz 个 Gersgorin 圆盘 . 证明下述的 Gersgorin 圆盘 定理： w 
级复矩阵 A 的每一个特征值都在 A 的某个 Gersgorin 圆盘中。 

证明 任取 A 的一个特征值 ；b ，则存在且 a 关 0, 使得设 ct = 



(q ， c 2 ， … ， c n )’ ，且设 


补充题五 




305 


_ 


\ c k \= max { I ci I ， I c 2 I ，…， I c 」}. 

比较两边的第々个分量，得 

AiQ = a k iCi H -+ UkkCk + … + a^c„. 

于是 （ A 〗~ akk ) c k y ^] a kj Cj . 

j^k 

由于 a 古0,因此 c A #0。 从上式得 

Ai — I = y]<^kj > < 2 I I • 

j¥^k * j^k 

于是 X 1 eD k ( A ). u 

注 ：从第 5 题看出，若 A 不可逆，则 A 的特征值0属于 A 的某一个 Gersgorin 圆盘。 
也就是说，如果 A 不可逆，那么 A 有一个 Gersgorin 圆盘包含原点。从而如果 A 的每一 
个 Gersgorin 圆盘都不包含原点，那么 A —定是可逆矩阵。 

6. 设 A = (% ) 是 w 级复矩阵。证明 ：如果 

I an I > (n — 1) I aij \ ,j ^ i, i，j = 1 ， 2 ， … ， n ， 

那么 A 可逆。 

证明假如存在 Z 6{1，2, …， n }， 使得 0 eA ( A )， 则 

I a " I = I 0 _ a u I ^ \ ciij I ■ 

洋 I 

设 \ abn \= max { | a n I ，…， I | } ， 

则 1 au 1^ \ at } 1^ 1 aim I ^ (n — 1) | a - | • 

这与已知条件矛盾。因此 A 的每一个 Gersgorin 圆盘都不包含原点，从而 A 可逆。 ■ 
注：第 17题给出了 A 可逆的一个充分条件，利用它能很容易判断一些矩阵是可 
逆的。 

7. 设 A = (%)是 n 级复矩阵， A 的所有特征值组成的 n 元数组 ( Ai ， A 2 ，…， A „) 称为 A 
的谱。 A 的特征值的模的最大值称为 A 的谱半径，记作 S r ( A )。 证明： 


S r (A) ^ max V] | a 0 , 

( 15 ) 



n 

S r (A) ^ max 〉】1 a" • 

( 16 ) 




证明设 U，I = S r ( A ) ，其中 A ; 是 A 的一个特征值。据 Gersgorin 圆盘定理， A / G A ( A ) 
对于某个 & ，即 

A/ — akk I ^ I <^kj 

由于 | A/—I ^| A / I — | a ^ I ，因此由上式得 


n 

j = 1 


a k j I ^ max y A 



对 A' 用刚刚证得的结论，注意 A / 与 A 有相同的特征值 ( 包括重数也相同），便得到 


I A/ | ^ max 

l<J<n 


x i I a ij 

i= 1 
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证明若 A 〜 B ， 则存在 K 上 n 级可逆矩阵 P ， 使得据 4. 5节的例9和 
例8分别得 n * ( p - 1 ” - b *，（ p — = cp * r 1 ， 从而 

n (p*)- ] = b' 

因此 a * 〜 b ' ■ 

12 . 设 A 是数域 K ： 上的 《 级矩阵，证明 ：如果 A 可对角化，那么 A 的伴随矩阵也可 
对角化。 

证明若 A 可对角化，则 A 〜 D ， 其中 D 二 diagUH ^ ，…， A „}。 据第11题得， A * 〜 IT 。 
直接计算可得 

, A 2 A 3… A „ 0 0 

~ 0 Aa 3 …; U … 0 

D — . 

» • 書 

« # • 

♦ • « 

0 0 … AjA 2 

V > 

因此可对角化。 ■ 

13. 设 A 是数域 K 上的 n 级矩阵 A ，…丄是 A 的特征多项式在复数域中的全部 
根。求 A 的伴随矩阵的特征多项式在复数域中的全部根。 

解把 A 看成复矩阵，据 5. 7节的例6得， A 〜 B , 其中 B 是上三角矩阵， B 的主对角元 

据第12题得，〜尔。直接计算可得 

，又2又3.”又„ Ci2 … Ci„ 、 

… 0 AiA 3 "- A „ … C ' 2 „ 

B ^ • •- 

• « 參 

• • ♦ 

0 0 …又1又2… L l 

w J 

由于 | AJ— I = | aJ - B * I ，因此的特征多项式在复数域中的全部 根是： 

A 2 A 3 •••》„， A1A3•••A„ ， ••• ， A1A2 

点评 ：本章 5. 5 节的习题 5. 5第14题对复数域上的72级可逆矩阵 A ， 求出了 的全部 
特征值。现在给出了第二种解法，比较简洁。由此可看岀，研究矩阵的相似关系下的不变 
量，以及研究一个矩阵的相似类里比较简单的矩阵(例如，对角矩阵或上三角矩阵等）是很有 
用的。 

14. 设 A 是 7 Z 级复矩阵， 证明： 

A 2 = — 1 的充分必要条 件是: rank ( I + iA )+ rank ( J — iA ) — n . 

证明 A 2 = -I <^=> I + A 2 =0 <=> rank ( 7+ A 2 )-0. 


I + lA 


② + ① /I+iA 


J + iA I + iA 


iA 


I + iA I—iAj ② + ① U + iA 


21 



—j(I + iA ) 2 
I + iA 




_ 
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因此 


rank( J+iA) + rank( J — iA) =rank 


士 a+A 2 ) 


+ rank(2J) 


rank( J 十 A 2 ) +n 


从而 A 2 = — I < > rank ( J + iA ) + rank ( J — iA ) = n 0 ■ 

15. 设 A 是 72 级复矩阵，满足 A 2 = — I 。 求 A 的全部特征值。 

提示： 类似于 5. 5节例5的解法。当 A=iJ 时， i 是 A 的特征值 ( Tz 重）； 当 A = — 时， 
一 i 是 A 的特征值 ( n 重）。 

若 A 乒士 iJ 。 则从第14题得， rank ( J ± iA )< n 。 设 rank ( J — iA ) =； r ， 则 A 的全部特征值 
是 i(r 重），一 \{ n — r 重）。 

16. 设 A 是 n 级复矩阵，且 A 2 = — 证明: A 可对角化，并且写岀 A 的相似标准形。 
证明 若 A =± iJ ， 则 A 已经是对角矩阵，此时 A 的相似标准形是它自身。 

下面设 A 关士 il 。 设 rank ( J — iA ) = r 。 从第 16 题看出， dim W + dim W_ t = n 。 因此 A 

可对角化，且 A 的相似标准形是 

iJ r 0 


0 -ij 


n — r 


■ 


17. 设 B 是2«级实矩阵，满足 B 2 = — J 。 证明 ：存在 级实可逆矩阵 P ， 使得 


P~ l BP 


0 




n 


0 


证明 设；^是 B 的特征多项式 | A / — B | 的一个虚根，由于 |AJ — 是实系数多项式， 
因此 X :也是 IAI — BI 的一个虚根。由于 S 弇士 iJ ， 因此据第15题知道， B 的特征多项式的 
全部不同的复根是 i 和一 u 由于它们成对出现，因此它们都是 n 重根。把 B 看成复矩 
阵，据第16题得 

B 〜 diag{i/ M , -17J. 


于是存在 2 n 级复可逆矩阵 Q ，使得 


fc-1 


BQ 


n 


n 


0 


0 -u 


71 


由于 


42 


n ▲ ▲ n 


[I 


il 


n A n 




H 


,42 


n 



0 、 

1 

r In - Un : 


' 0 1 ， 

0 

V, 

-u n 

J 

A 

~lh In 

\ ^ 


—h o 

N. J 

i/,1 

n r 1 

f i n 

f 1 了 rt J 1 

(h 

01 


Un h 


K 


,42 


\I 


n 


n 


0 I 


n 


因此把 B 看成复矩阵，有 


B 


0 


n 


— h 0 


据本章 5. 4 节的例 13 得，在实数域上有 
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暑 


B 


0 

— I 


n 


n 


0 


即存在实数域上的 2/7 级可逆矩阵 P ，使得 


P-'BP 


0 

- I 


n 


n 


0 


■ 


18. 设召 ⑴ = (/, ；； ⑴）是由可微函数 / 0 (0，~+ = 1 ， 2 广 . ，〜组成的 77 级矩阵。规定 


dB(t) 

~~ df ~ 


仏⑴ 

d 亡 


即把矩阵的每一个 元素八 （ 0 都求一阶导数。由导数性质得，对于〃级实矩阵 C ， 有 


d(CB ⑴） 


ck 


C 


dB(t) 

dt 


求下述线性微分方程组的 通解 : 


「 


yi ~ 2^2 + 23/3, 




dy 2 

dt 


— 2% — 2y z + ， 


(17) 


dy 

dt 


3 


2^i + 4y z — 2y 


3 


其中％，％，％都是〖的函数，它们是未知的。 
解上述线性微分方程组可以写成 


_d 

dt 




r 1 -2 1 、 



1 

^2 


— 2 — 2 4 


y2 

L 


2 4—2 


ys 


(18) 


即 


dy 

d 7 


af , 


(19) 


如果 A 可对角化，那么微分方程组 （ 19) 就容易求解。 


XI-A 


X 


2 


2 — 2 

A + 2 —4 

一 4 A + 2 


(A-2) 2 (A + 7) 



重）， 一 7 


令 


P = 


2 


0 


0 


-2 


则 

于是 （ 19 ) 式可写成 


P^ l AP = diag{ 2 ， 2 ，一 7} 


D 


dY 

d7 


PDP~ l Y. 
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两边左乘 P _1 ， 得 


d(P~ l Y) 

dt 




DCP ^ y ) 


(20) 


令 则 （20) 式成为 


dZ 


即 




解微分方程组 （22) 得 




dr 

DZ 

d^i 

d ， *" 

= 2zx , 

dz 2 _ 

dt 

= 2z z , 

dz 3 
dt ~ 

=— 7z 3 

之 l 

Ci e Zt , 

之 2 

Q e 2r ， 

之 3 

c 3 e — 7( 


( 21 ) 


( 22 ) 


其中是任意常数。由于 Y = PZ ， 因此 


3^i " 

二一 2ci e 2t + 2c 2 e 2t -+ 

■ C 3 e - 7f ， 

< yz = 

= c l e 2t + 2c 3 e- 7 % 


3^3 = 

= c 2 e Zt — 2 c 3 e ~ 7t , 



其中 q ， c 2 ， c 3 是任意常数。 

19. 据数学分析的知识，有 


e 


X 


- j-oo 

m— 0 


X 


m 


m 


I ， 


x 6 R. 


由此受到启发，对实数域上的任一 n 级矩阵 A = (%)， 定义 


e 


A 


def ^ 


m=0 


m 


m 


(23) 


如果? i 2 个数值级数 


翁 

E 


m = 0 


A 


m 




m 


( Uj )， 


1 ， 2 ， 


… ，n 


(24) 


都收敛，那么称 （23) 式右端的矩阵级数收敛。证明 ：对于 任意的 n 级实矩阵 A = (%)，都 
有 （23) 式右端的矩阵级数收敛。从而 e A 是一个确定的〃级实矩阵。 

证明令 M = max { U , | |纟以=1，2广.，；^}，则对于任意的 i， 氏 { l ，2，".， n }， 有 


n 


n 








k 


^ I a ik 

k = l 


^kj I < 


2 


n 


72 




J^A z U;kU k] <2 \A z (i;k) I |a„ |<n 2 iVP, 
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n 




考虑下述正项级数 


A = 1 


(i;k) o, hj \^n 


m — 1 


r m 


1+ M + 9 T 


2 +^ n 2 iVP + 




n 


r m 


m 




• • • 


(25) 


对于级数 （25)， 由于 


lim 

讲 -^+oo 


(m+ 1) ! 




n 


r m 


m 


lim 


nM 


故 —+ ⑺ TYl 


0, 


因此据达朗倍尔判别法得，正项级数 (25) 收敛。 

任意给定 ； oe { l ，2, …，《}，考虑数值级数（24)。由于 


A 


m 


m 


(i;j) 


< 


m f 


n 


m 一 1 


r m 


m — 1 ， 2 ， 


« • • 


(26) 


因此据比较判别法得，正项级数 f 


m =0 


A 


m 


m ! 




收敛。从而数值级数 S 


A 


rn 


收敛，于是它收敛。因此 （23) 式右端的矩阵级数收敛。 


7«-0 \m I 


20. 设都是实数域上的”级矩阵。证明 ••如 A 与 B 可交换，那么 


绝对 

■ 


e 


A+B 


e A e B 


(27) 

证明 从第 I 9 题的证明中知道，对任意”级实矩阵 A ， e A 的（^))元是绝对收敛的数 

值级数， = 据数学分析的知识，对于两个绝对收敛的数值级数，它们的各项 

之积按任何方式排列所构成的级数也绝对收敛，且这个级数的值等于原来两个级数的值 
的乘积，因此 e A e B 有意义，并且 

e A e B = (I + A + ^ + # 十 …） a + B + g + ^ 十 …） 


3! 


J + A + 斜糾心堂+從+逆+里“ 


3 


2 ! 2 ! 


2 ! 2 ! 


2 ! 2 ! 


十 




由定义得 


e 


A+B 


I + A + B + jjiA + By +^(A + By + 


» « » 


由于 A 与 S 可交换，因此 


e 


A+B — 


Z + A + B 十 


A 2+ AB + ^ 2+ fr + ^ A 2 B + '2 i 


2 


B 


3 


+ 


« • « 


从而 


A+B 




e A e B 


■ 


21. 证明：对于任意一 个”级 实矩阵 A ， e A 是可逆矩阵，且 （#) 
证明 A 与 一 A 可交换，于是由第20题得 


— 1 — A 

=e 


e O — aA — A 


e 


e A e— A 


因此 e A 可逆，且 


o 


■ 


22 - 证明：如果 A 是”级斜对称实矩阵，那么 e A 是正交矩阵。 


证明 


e 0 = e 


A+A / 


e A e A， 


由于 
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e 


A' 


+CXJ 

s 

m=0 


( A ') 

m ! 


m 


j — 

s 


(A 


m 


因此 

于是 e A 是正交矩阵。 
23 •设 


m=0 

e A (e A ) / . 


m 


( e 


A 


■ 


A 


0 


x 


x 


0 


其中 i 是一个实数。 证明: 


e 


A 


cosx smx 


sinx cosx 


证明 


A 2 


x 


2 


0 


A 5 


0 

0 


x 


2 


，A 


3 


X 


5 


0 


， A 6 


r o — x 

X 2 0 

6 


3 


，A 


4 


x A 0 


(28) 


(29) 


0 


x 


4 


X 


0 


0 1 
x 6 


于是 


0 


0 


e 


0 


x 




r x 2 

0 、 

1 

^ 0 

—: C 3 、 

1 

上 4 0、 



-\~ — 



+丄 


0 

^2 

X 

3! 

工 3 

X 

0 

j 

4! 

0 X 4 


十訂 


' 0 

工 5 1 

+ 1 

'x 6 

0 ' 

^5 

X 

N 

0 

j 

十 6! 

0 

V 

—x 6 

> 


i 


2 」 丄 4 
X + —X — 


4! 


x 6 十 


6丨… 丫 — T 3 


X 


0 


7! 


工 7 + 




^ *3 _ t) I — —… 

^3! 5! 7! 


5 


7 


由于 




J ： 6 十 


争畢 _ 


S1X1X = X 


产 3 + — —X 1 + …， x G R ， 


COSX 


X 2 + —JC A — — + …，： C G R ， 


4! 


因此 


点评： 从 （29) 式可得 


e 


A 


COSX 


smx 


sinx cosx 



e 


A 


cos( — x) — sin( — x) 
sin( — x) cos( — x) 


这表明对于任意的 2 级斜对称实矩阵 A ， 都有 e A 是平面上绕定点 O 的旋转的矩阵，其中 
转角一工等于 A 的（2，1)元。由此推出，平面上关于任意一条定直线的反射的矩阵不可 
能用2级斜对称实矩阵 A 的指数幂 e A 得到。 

令 
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鲁 


B 


0 2 tz 

— 2 tt 0 


则从第23题得 


e 


B 


1 0) 
0 1 


= L 


这表明从 = 推不出 B — 0 


o 


24. 设 A 、 P 都是 72 级实矩阵，且 P 可逆。证明 


e 


F 一 1 AP 


P— 1 e A P 


(30) 


证明 


e 


P~ l AP 


十 oo 


2 


{P~ l AP) m 


0 


m 


+oo 

E 

m=0 


P ^ A m P 


m 


于是 


(e 


P~ l AP 


“ j )= E 


P~ l A m P 


n n 


m~ 0 


n 


m 


n +oo 


p- 1 (z ； ^)A^(^ ； Z)P(Z ； j) 


m~0 ^ * k = l l — 1 


p~ l u ； k)A m (ka)Pa ； j) 

L _ ^ ? _ 1 _ _ n f f * 


A = 1 1= l rn=0 


又有 


tt n 


P~ 1 e A P ) (i ； j)= 2 J]P~ 1 (i;k)e A (k ； DPa ； j) 


k = l l = \ 


n n 


，， • 》 p ^ 

SS p u ) S ^ Am (_ p (… .) 


由此看出 


e 


P 一丄 AP 


P— 1 e A P. 


m 


应用小 天地: 矩阵的特征值在实际问题中的应用 

矩阵的特征值和特征向量不仅在研究矩阵的可对角化问题中起着关键作用，而且在 
概率统计、随机过程、振动、机械压力、电子系统、量子力学、化学反应、遗传学、经济学等领 
域中起着重要作用。下面举一些特征值应用在实际问题中的例子。 

美国1940年建造了塔科马 （ Tacoma ) 海峡桥，一开始这座桥有小的振动，许多人好奇 
地在这座移动的桥上驾驶汽车。大约4个月后，振动变得更大。最后这座桥坠落到水中。 
对于这座桥倒塌的解释是 ：由于 风的频率太接近这座桥的固有频率引起的振动。而这座 
桥的固有频率是桥的建模系统的绝对值最小的特征值。这就是特征值对于工程师分析建 
筑物的结构时非常重要的原因。 

用各种乐器演奏乐曲时，需要调音，使它们的频率相匹配，这是我们所听到的音乐的 
频率。虽然音乐家为了更好地演奏他们的乐器并不学习特征值，但是学习特征值能够解 
释为什么某种声音使耳朵感到舒适，而其他声音是“降半音的”或“升半音的”。当两个人 
在和声地唱歌时，一个人的嗓音的频率是另一个人的常数倍，这是使人舒适的声音。特征 
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值可以用于音乐的许多方面，从乐器的最初设计到演奏时的调音与和声，甚至连音乐厅的 
每一个座位如何接收到高品质的声音也被研究。 

小汽车的设计者研究特征值是为了抑制噪音从而创造一个安静的乘车环境。特征值 
分析也用于小汽车的立体声系统的设计，使收听广播的声音对于司机和乘客都感到舒适， 
并且减少由于音乐声音太大而引起的汽车的颤动。 

特征值也可用于检查固体的裂缝或缺陷，当一根梁被撞击，它的固有频率(特征值）能 
够被听到。如果这根梁有回响声，那么它没有 裂缝； 如果声音迟钝，那么这根梁有裂缝。 
因为裂缝或缺陷会引起特征值变化。灵敏的仪器能被用于更精确地“看见”和“听到”特 
征值。 

石油公司把特征值分析用于勘探釆掘石油的地点。石油、泥土和其他物质都会引起 
线性系统，它们有不同的特征值。于是分析特征值能够对查找石油储藏的地点给出一个 
好的预测。石油公司把探测器放在场地四周，检测来自用于使地面振动的巨大卡车的波， 
当波穿过地下不同的物质时会发生变化，分析这些波可以给石油公司指出可能的钻孔 
地点。 

用收音机收听广播时，要改变谐振频率直到它与正在广播的频率相匹配。工程师在 
设计收音机时要利用特征值。 

特征值在经济学领域中也有许多应用，读者可以参看有关的书籍。例如，在研究进口 
总额与国内总产值、存储量、总消费量之间的依赖关系时，首先收集数据，然后建立线性回 
归分析模型，对参数进行估计。一种估计方法是主成分估计，它基于特征值和特征向量。 
在一定条件下主成分估计比最小二乘估计有较小的均方误差。 
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在 5. 7节的开头我们指出，为了把二次曲面 S 的方程化简，需要作直角坐标变换，使 
得 S 的新方程不含交叉项。从中抽 象出： 把一个二次齐次多项式化成只含平方项的形 
式。这就是本章要研究的中心问题。它在数学的许多分支以及物理学和工程技术中都很 
有用。 



6 . 1 . 


内容精华 


从二次曲面方程的二次项部分等例子抽象出下述 概念： 

定义1 数域 K 上的一个 《元二 次型是系数在 K 中的 n 个变量的二次齐次多项式， 
它的一般形式是 

fixi ， x 2 ， … ， j:” ） = a n x\ + 2a 12 xisc 2 + 2 a u j 0 iX 3 + + 2ai„jc 1 jc n 

+ a lz x\ + 2a z ^x 2 x z + •** + 2a ln x t x n 


+ 


( 1 ) 


• • « 


+ a 他 x 


(1) 式也可以写成 


n n 


fiXi ， X 2 ，… ，工 fi) = 


( 2 ) 


其中 )7 o 


把 (2) 式中的系数按原来顺序排成一个 w 级矩阵 A 




^12 

^13 

… a: 

A = 

汉 12 

• 

_ 

• 

^22 

• 

• 

參 

辽 23 

_ 

• 

攀 

… a 2n 

• 

• 

• 


ain 

a 2 n 

a^n 

… CL m 

J 


(3) 


则称 A 是二 次型/(:^ ，: c 2 ，•••，:*:„) 的矩阵 ，它是对称矩阵 。 显然二次型 /( a ， x 2 ，…， x „) 
的矩阵是唯 一的： 它的主对角元依次是…，的 系数； 它的 （ i ，）） 元是％的系数 
的一半，其中 。令 


_ 
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「工1 1 


则二次型 （1) 可以写成 

,x 2 ，…，= X f AX , 

其中 A 是二次型 f { x x ，:^，…， x „) 的矩阵。 

为了讨论方便，允许 （1) 式中的系数全为0,即 A = 0。 

令 Y =( A ， A ， …， ％/，设 C 是数域 K 上的 n 级可逆矩阵，则关系式 

X - CY 


(4) 


(5) 


( 6 ) 


称为变量々 ， x 2 ，•• •，: c „ 到变量: yi ，： V2 ，•••，％ 的一个非退 化线性替换。 

”元二次型经过非退化线性替换 x = cy 变成 

(CYYAdCY) = Y f {C f AC)Y, (7) 

记 b = c 4 c ， 则 （7) 式可写成 fBy ， 这是变量％，力，…，％的一个二次型。由于 

B r = ( C ’ AC / = dec ’）’ = C ’ AC ， （8) 

因此 B 是对称矩阵，从而 J 3 正好是二次型 Y f BY 的矩阵。 

由此受到启发，引岀下述两个 概念： 

定义 2数域 K 上的两个 n 元二次型与 fBY ， 如果存在一个非退化线性替换 
把 X ' AX 变成那么称二次型 tAX 与 Y f BY 等价 ，记作 X ' AX 兰 
定义 3 数域 K 上两个《级矩阵 A 与 B ， 如果存在 K 上的一个 7 Z 级可逆矩阵 C ， 


使得 


C f AC = B, 


(9) 


那么称 A 与 B 合同 ，记作 A 二 B 。 

从 (7) 式容易 看出： 

命题 1数域 K 上两个”元二次型与 Y f BY 等价当且仅当 n 级对称矩阵 A 与 
B 合同。 ■ 

容易验 证⑺元 二次型的等价，以及 n 级矩阵的合同都满足反身性、对称性和传递性， 
从而合同是集合風上的一个等价关系。在合同关系下， A 的等价类称为 A 的合 

同类。 

本章研究的基本问 题是： 数域 K 上 rz 元二次型能不能等价于一个只含平方项的二 
次型？容易看出，二次型只含平方项当且仅当它的矩阵是对角矩阵。因此用矩阵的术语， 
研究的基本问 题是： 数域 K 上的 n 级对称矩阵能不能合同于一个对角矩阵？ 

如果二次型 X ' AX 等价于一个只含平方项的二次型，那么这个只含平方项的二次型 
称为 X f AX 的一个标 准形。 

如果对称矩阵 A 合同于一个对角矩阵，那么这个对角矩阵称为 A 的一个 合同标 

准形。 

命题 2实数域上的《元二次型 叉有 一个标准形为 

+A 2 ：yi + …+ X n yl » 


( 10 ) 


6 . 1 
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其中 ； U ， A 2 ，…， 是 A 的全部特征值。 

证明对于 n 级实对称矩阵 A ，存在一个 n 级正交矩阵7%使得 

T^AT = diagUi ，；1 2 ，…山 } ， （11) 

其中 A !， A 2 ，…山 是 A 的全部特 征值。 由于： T — ^了'，因此 A 合同于 diagU ^ Az ，…， A 丄 
从而在变量的替换 X = 下 ， X f AX 化成二次型 A:M + A 2 % + … +； U ： y 2 „ 。 _ 

如果： r 是正交矩阵，那么变量的替换称为正交替换。 

任一数域 K 上的 n 元二次型 X f AX 可以用配方法化成只含平方项的二次型，先看下 
面的 例子： 

例作非退化线性替换把数域 K 上的下述二次型化成标准形，并且写出所作的非退 
化线性 替换： 

(1) fix' ^X 2 ^JO Z )=x\ +2x2 +4 xiX 2 — 4jCi J：3 —Ax 2 OO z ； 

(2) gixi ^X 2 ^Xz^)~XiX 2 +Xi J：3 — 3 j ： 2X3. 

解 （1) 用配方法把变量 A，A 逐个地配成完全平方的 形式： 

/(^i ^x 2 fX 3 ) = x\ + 2x\ ~ xl + Axix 2 — 4j ： !X 3 — 4x 2 x 3 

= Xi + 4 xi { x 2 — x 3 ) + [2(工 2 — x 3 )] 2 — [2( x 2 — * r 3 )] 2 

+ 2 x | - <3：3 — 4 x 2 x 3 

= [ 工 i + 2( 工 2 — x 3 )] 2 — 4(x2 _ 2x 2 工 3 + xl) 

+ 2x\ — x\ — 4x 2 ^3 

=(xx + 2x t — 2 jo z ) 2 — 2joI + 4x 2 x 3 — 5^ 

=(xi + 2x z 一 2xz ) 2 — 2ix\ — 2x z xz + x\ — x \) 一 5xl 


令 


则 

所作的线性替换是 


— (xi + 2 x 2 — 2x 3 ) 2 — 2( 工 2 — 工 3 ) 2 — m 

~xi +2 x 2 ~2 j : 3 , 

V2=:2 — 工 3 ， 

= 工 3 ， 

/(•ri jJ 02 ^^=y\^2y\~Zy\, 

，工 i = 3^i ~ 2^2 » 

\ ^2 = y2 +ys 9 


其系数矩阵的行列式 


( J 0 3 = 3^3 ^ 

1 一 2 0 

0 11^0, 

0 0 1 


因此这个线性替换是非退化的。 


(2) 为了能够配方，首先要变成有平方项。为此令 


^1 = 

^ yi ~ yzj 


工 2 = 

^ yi + yzf 

(12) 

、工 3 " 

= yz j 





318 


攀 


第 6 章二次型 •矩阵 的合同 


则 

g( x l ， : C 2 ， X 3 ) = ( 3^1 — >2 ) (^1 + ^2 ) + (: yi — )2 ) % — 3(^1 + ^)^3 

= yi ~ yl ~ 2^13^3 4^2 ^3 

—y\ ^ 2 > i 3 ; 3 + yt ~ yl — Lyl + + ( 2^ 3 ) 2 — C2y^} 2 l 

= (: yi — 3^ ) 2 —: y_ — (^2 + 2^ 3 ) 2 + Ayt 
= (^1 ~ y^y ~~ (^2 + 2y 3 ) 2 + 3yt. 

令 ^ ^2=^2 +2^3 , (13) 

，3 = 力， ， 

则 g (工 1 ^X Z fJC 3 ) = Z \ — W +3^1. 

为了写出所作的线性替换，先从 （13) 解岀％，％，％，得 

ry\ = 之1 十之3 ， 

J yz = z 2 — 2 z 3 , (14) 

、: y3 = a . 

把 （14) 代入 （12) 式，得 

^Xi = z \ 一 z 2 + 3 z 3 , 

Jjc 2 = zi + z 2 — z z 9 (15) 

、 x 3 = z 3 . 

容易看出，线性替换 （15) 的系数矩阵的行列式不等于0,因此它是非退化的。 

上述例题中所用的配方法能够把任一数域 K 上的每一个二次型经过非退化线性替 
换变成只含平方项的二次型。这可以通过对二次型的变量个数 n 作数学归纳法予以 
证明。 

下面我们采用另一种证法，证明数域 K 上任一 n 级对称矩阵一定合同于对角矩阵， 
从而数域 K 上任一 n 元二次型一定等价于只含平方项的二次型。 

首先分析数域 K 上 n 级矩阵 A 与 B 合同的充分必要 条件： 

Ao=：B <=>存在 K 上可逆矩阵 C， 使得 C'AC^B 

<=^存在 K 上初等矩阵 f 2 ，…， P t ， 使得 

c = 

容易 看出： 

P ( j ， iXk)) f = P(~ ⑹）， 

pu，jy = pa ， j )， 

PCi ( b)Y = p ( kw )， b ^ o . 

因此 PCj , i { k ) YAP(j J iik ))= P ( i , ja )) AP(j , Uk )) , 

(£) ~\~(£)k 

即 A - 十 （“j ⑻） 〜 - ^ P(£，j ⑹） AP(j， 沿 ））• 

(D 十©是 

像这种先对 A 作初等行变换 ©+© 々，接着作初等列变换 ©+©A ，称为成对初等行、列 
变换。先对 A 作第行互换，接着作第 D 列互换，也称为成对初等行、列变换。先 


(16) 

(17) 

(18) 

(19) 

( 20 ) 


6.1 二次型及其标准形 
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把 A 的第 i 行乘以非零数6,接着把第 i 列乘以这也是成对初等行、列变换。从 （16) 、 
(17) 式 （（16) 式可写成 得出： 

引理1 设 A 、 B 都是数域 Kin 级矩阵，则 A 合同于 B 当且仅当 A 经过一系列 

成对初等行、列变换可以变成此时对 J 只作其中的初等列变换得到的可逆矩阵 C ， 
就使得 C ' AC ： = B 。 ■ 

定理1 数域 K 上任一对称矩阵都合同于一个对角矩阵。 

证明 对于数域 K 上对称矩阵的级数 n 作数学归纳法。 

当 n=l 时， （ a )2( a ) 0 

假设 《 — 1级对称矩阵都合同于对角矩阵，现在来看 rz 级对称矩阵 A = (&)。 

情形1 a u 关0。把 A 写成分块矩阵的形式，并且作分块矩阵的初等行（列） 变换： 



-an a * 

② + ( — all 1 a') •① 

"flu 

a - 

1 

- ot Ai _ 


_ 0 Ai - 

-i f 

—a n a a J 


-^ 

② + ① • （一 an 1 a ) 


■cin 

0 


记 a 2 ，则从上述得 


0 

Ai — an 1 a a 


由于 


0 


“ ii 1 a 


n ^1 


<2li 

/ 

a 


a 

A 


^ n 1 a 


0 


Itt-1 


dll 

0 


0 

A , 


1 0 


-1 ~an 1 a- 

_ —arY 1 ^ 1 . 


-0 _ 


( 21 ) 


因此，从 (21) 式得出 A - . 

_ o A 2 _ 

由于 A.2 = ( Ai — a \\ a a )' = Ai , — aji a ( a r ) r — Ai — ari 1 c/ar = A2 ， 

因此 A 2 是《— 1 级对称矩阵。据归纳假设，存在数域 K 上 n — 1 级可逆矩阵 C 2 ，使得 
C / A 2 C 2 = D 2 , 其中 D 2 是对角矩阵，从而 


「1 0 n 

F 

0 - 

rl 0 n 


"Ciu 0 ■ 

_o c 2 _ 


- 0 a 2 _ 

0 c 2 


0 D z 

bM ^ mI 


因此 


ran 0 -i 

A 二 

0 D 2 


情形 2 a n =0,存在 ^0 o 

把 A 的第 l ， i 行互换，接着把所得矩阵的第列互换，得到的矩阵 B 其 （1,1) 元为 
a ijo 据情形1的结论， B 二 D ， 其中 D 是对角矩阵。据引理1得, A = B ， 因此 A 二 D 。 

情形 3 aii = a 22 = — =‘=0, 存在 

把 A 的第 j 行加到第£行上，接着把所得矩阵的第 j 列加到第；列上，得到的矩阵 H 
其 G ， i ) 元为2&。据情形2的结论 H 二 D ， 其中 D 为对角矩阵。据引理1得 A 二 H ， 因此 
AiD 。 


情形4 y 4 = 0, 结论显然成立。 



o 


则 了是正 交矩阵，且 T - 1 AT = diag {2,5,- l } 
令 


则 


例2 


工 ' 


r X ' 

y 

— 丁 

* 

: y 

Z 


* 

Z 

、 J 


=2jc* +5y* 一 z 


(25) 

(26) 


作直角坐标变换，把下述二次曲面方程化成标准方程，并且指出它是什么二次 


曲面？ 

jc 2 + 2 y 2 -|- 3 z z — 4 scy — 4 yz = 1. (27) 

解此方程左端的二次项部分 

f ( xjy , z ) = x 2 + 2 y 2 十3之 2 一 4 ：jcy — 4 yz 

经过例1中的正交替换化成了标 准形： 

= 2 jo* 2 + 5^" 一之 * 2 . 

作直角坐标变换（25)，则原二次曲面在新的直角坐标系中的方程为 

2 x * 2 +5, 2 — 〆 = 1. (28) 

由此看岀，这是单叶双曲面。 

例 3 作直角坐标变换，把下述二次曲面方程化成标准方程，并且指出它是什么二次 
曲面？ 


0 C 

X 2 + Ay 2 + z z — 4：xy — Sxz — Ayz -\- 2x -\- y -\- 2z — ―： = 0. 

16 


(29) 


解此方程的二次项部分 

/( 工， y ，之 )= 工 2 + 4^ 2 + z 2 一 A：xy 一 Sjoz 一 4yz 

' 1 —2 —4] 

的矩阵为 A - -2 4 -2 . 

-4 —2 1 

、 j 

U/-AI -( A -5 ) 2 (A + 4). 

于是 A 的全部特征值是 5( 二重），_4。 

对特征值5,求出（57—八)：\：=0的一个基础 解系： ai , a 2 ? 经过施密特正交化和单位 
化得，，屮。 

对特征值 一 4,求出 （_4 J — A ) A ：=0 的一个基础 解系： a 3 , 经单位化得 ij 3 。 令 
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T = (» ； 1 ， ” 2 ， IJ 3 ) 


5 

2 


V 5 

V 5 


4 


15 

2 

15 


Vs 

V 5 


o — — Vs " 


2 


则了是正交矩阵，且 


T^AT = diag {5 ，5，一 4} 


作正交替换 


， x 、 


X ^ 

y 

= 了 

f 

y 



f 

Z 


z 

S . J 


o 


则二次型 / U ， y ， z ) 化成了标准形 5 x /2 +5 y /2 -4 z /z 
因此作直角坐标变换 （30) ，二次曲面的新方程为 


5工’ 2 Sy /Z - 4 z /2 + 3 z / — 

将 （31) 式的左端对 〆 配方得 


25 

16 


5/ 1 +5/ 2 - A(z 


2 


0 , 


0 


(30) 


(31) 


作移轴 




X —X 


f _ * 

: y 一 ： y ， 


簧 


/ 




Z — Z 


+普 


则二次曲面的方程变成 


5工* +5)* ―铨* 


总的直角坐标变换公式为 


(32) 


(33) 




X y 

: y 

—T 

* 

y 

z 

< J 


簧 


z 

< > 



4 


8 


4 


(34) 


从方程 (34) 看出，这是单叶双曲面。 

例 4 用非退化线性替换化下列二次型为标准形，并且写出所作的非退化线性替换 


3 


(1) fixi ^x z ,x 3 ) = XiX^ ; 

i=l 1<«3 

n 

(2) /(a ， x 2 ， … ， x„) = 2d + 2 XiX 

i — l 


n 


(3) /( X !， JC 2 ，…， X „) = ^ (Xi — xY ， 
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其中 


o 


解 (1) /( 工 1 ，工 2 ，工 3 ) = 工？ + 工 1 ( 工 2 + 工 3 ) + 


Tr(x 2 + 工 3 ) 


2 


( jo ? 


-\-x\ -\-x 2 x^ 


了 (x_ + 2 x 2 x 3 -\-x\ ) +x_ +X3 + x z a：3 


Xi + + ( 工 2 + 工 3 ) 


Y^2+y Xs ) +'|-* 2： 2 + yx 2 x 3 + y 

+ \x z +\x^ + 音 [d+y 


工 1 


2 


工 1 


X 2 X 3 




JCz 


工 3 


X\ 


+ +工2++工 3 ) +1( 


工 2 +7 


h 3 ) 2 十音 xL 


令 


则 

所作的线性替换是 


/ 

y\ = 工 1 

1 2 工 2 i 2 3 ? 


X 2 +~J0 S , 

u— 

x 3 , 

x 2 ， X 3 ) : 

2 I 3 2 _L_ 

=：y 十 j ： V2 十 ■ 


2 


3 


3^3 




X\ - 

= 力 — 

_ 2 a- 

3 3^3 ’ 




1 

工 2 = 


yt - 

_ 3 %， 

^3 = 

一 


y $ ， 


显然这是非退化的线性替换。 

(2) 从第 （1) 小题受到启发，令 




工 i — ：yi 一 

~ 2 y2 ~ 

- 3 >3 … 

- yn J 
n 

x 2 

y2 - 

1 

3 … 

1 

yn ^ 

n 

_ « « 

工 n - 1 

« » « 

* • « ♦寥攀 

: V«-i 一 

嘸#螓 

1 

一 y n ， 

n 

0C n 



yn ， 


即叉= CF ， 其中 


/(x ： ， x 2 ， … jX n )= z yl + 



从而 


因此 
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■ 


n 


即 


/( j：i , J ： 2 t "* fX n ) = 2 


k 


々 + 1 

i ^~2 k 


yt 


(3) 令 


yi = xi 
yz = J 0 2 — x . 




yn~i = x 旷 1 一无， 


y n = 工 ” • 


易验证这是非退化线性替换，且 


^1 + y 2 


« • • 


十 y^i + y n = 瓶 —（w — l)x = 无， 


从而 

于是 


x n ~x^y n ^-x 


: Vl — ： V2 


3^—1 _ 


fixi jx 2 ，•••，：*：”）= yi + yl - 1- + (^i + ^2 H - h ^ n - i ) 


2(>?+：yi + … +D+2 XI 灿 

n —1 

(2 v + 2 : va ). 

f=l l < i < j < n-l 


据第 （2) 小题，令 


: yi =之1 — Y 之 2 


之3 


71 _ 1 


Z n -1 


yz 


之 2 


之 3 


n 


1 


之 n — 1 




y n -i 

y n = 


之 n — 1 




TT-1 


则 


/( 工 1 ， : c 2 ， … ，工 n ) = 2 / 


\ 


是 +i 

2 k 


2 


rx~\ 

s 

k — l 


k + l 
k 


2 


所作的总的线性替换是 


xx = 2 z \ 



Z n 


工 2 = 之1 + 


z 


n 


工 3 


4 


2l + -7r2：2 + "^2：3 


Z 


n 


X 4 


5 


之 1 + j 之 2 + j 之 3 + ~^ ZiL 



Z 


n 




OCi = Zi -\- —Z 2 + -^^3 + 1 之 4 + •" + i ~ I 




i + l 


Zi 十 


OC^i = Z X + —Z 2 + 7 之 3 + … + 


n —— 2 


之 2 


n 


n — 1 




X 


n 


Z n 


Z n 
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例 S 证明 ：数域 K 上的 72 级矩阵 

diag{Ai ,X 2 ， ••• ， A„} c =： diag{A ； ， A& ， •••，Af } ， 

1 4 n 

其中， il ，〗2 ， …乂是 1，2 ，…，的一个全排列。 

证明 据 5. 4节的例8和例10的结论得 

diagUi ， A 2 ， … A ”} 上 diagU; ， A i;; ， … ， A t . }■ ■ 

丄 Z n 

例 6 用矩阵的成对初等行、列变换法把数域 K 上的下述二次型化成标准形，并且写 
出所作的非退化线性 替换： 


fioC\ ，工 2 ，工 3 ) = x\+ 2x\ — xl + 2x x x z — 2 sc ： x 3 . 


解/(：^，工 2 ，工 3 )的矩阵是 





因此 



0 


A = 1 2 0 . 

— 1 0 — 1 

N J 

f 1 1 f 1 0 


② + ① •（一 1) 

-> 


0 1 1 

— ^ 1 0 — 1 
10 0 
0 1 0 

0 0 1 


②十① • （一 1)> 


0 

-1 








0 1 
0 0 


③+① • 1 

-^ 


rl 

0 

— 1-1 


rl 

0 

0] 

0 

1 

1 


0 

1 

1 

0 

1 

-2 


0 

1 

-2 

1 

—1 

0 

③+① • ⑴ 

1 

—1 

1 

0 

1 

0 


0 

1 

0 

0 

0 

1 

> 


0 

N. 

0 

1 

J 


—1 ^ 



—1 
0 
0 



③+② •（一1) 

- ► 


rl 

0 

0 i 


rl 

0 

0 1 

0 

1 

1 


0 

1 

0 

0 

0 

— 3 


0 

0 

— 3 

1 

—1 

1 

③十② •（一1) 

1 

— 1 

2 

0 

1 

0 


0 

1 

-1 

0 

0 

1 

J 


0 

0 

1 

j 



rl 

0 

0、 


rl 

— 1 

2) 

D = 

0 

1 

0 

， c = 

0 

1 

- 1 


0 

0 

— 3 

J 


0 

0 

1 

j 


令 X = CYA % 


/( Xi ， x 2 ， x 3 ) = ： y ? 十 : yi — 3 yl . 
所作的非退化线性替换 X - CY 详细写出就是 
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，工 1 =)1 — M + 2) 3 ， 

<^2 — yz _ y 3 ? 

= 夕3 • 

注： 为了检查计算过程是否发生差错，只要验算 CAC 是否等于 D。 如果 C'AC==D， 
那么计算 正确。 

例 7 设 A 是数域 K 上的 n 级矩阵，证 明： A 是斜对称矩阵当且仅当对于中任 
一列向量 ce， 有 a'Aa= 0 。 

证明 必要性。设 A 是斜对称矩阵，则 A。 于是 

( a ’ Aa )’ = a A r a =~ aAa . 

又由于是 1 级矩阵，因此 (a/Ace/^a/Act。 从而 aAa = — aAa . 

由此得出， a Aa = 0 . 

充分性。设 A 的列向量组是 cfi，ce 2 ，…， ce„。 由已知条件得 

0= SiAei — e[ (a^) = , i = 1,2,**• 

0 ~ C€i €j ) -A CSi Cj^ — (.Si £j ) (.Oi ~1~ OLj ) 


= an cl ij o,ji cijj — aji ^ i 參 j • 

因此 A 是斜对称矩阵。 ■ 

点评： 在例 7 的充分性的证明中，利用了基本矩阵的乘法规律，由于 s, ，因此汝= 

AE a = (ai) ；由于 i = £^， 因此由此看出，为了单独取出 A 的 (i，£) 
元〜，应当用 s ! 左乘 A ， s t 右乘 A ，即 s [ As “ 类似地，为了单独取出 A 的 Gy) 元％，应当 
计算 “Ae,， 它就等于％。 

例 8 设 A 是数域 JC 上的一个 n 级对称矩阵， 证明： 如果对于中任一列向量《， 
有 a'Aa = 0 , 那么 A = 0 o 

证明 由例 7 的充分性得， A 是斜对称矩阵。于是 一 A。 又由于 A 是对称矩 
阵，因此 ，=A。 由此推出， 2 A = 0 , 于是 A = 0 。 ■ 

例 9 设 


rAi A z ^ 

A = 

A 3 A 4 ; 

是一个 n 级对称矩阵，且 Ai 是”级可逆矩阵。 证明: 


证明 



^ A a 

0 


0 

A 4 — A2A1 1 A 2 


I a I = I A : II A 4 —AM?A 2 

由于 A 是对称矩阵，因此 A'=A ，即 


( A ； 

A 3 、 


A 

a 2 ] 

A/ 

A/ 


A3 

a 4 

y 



从而 A lt A 4 都是对称矩阵，且 A 3 =A 2 '。 由于 Ai 可逆，因此 


rA : 

Ay 

② + ( — A { Ax l ) •① 

r A x 

a 2 ’ 

A； 

w 

a 4 

J 


0 

A 4 -A/Ar 1 A 2 

J 


畢 
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_ rAi 0 

② + ① •（- Ar 1 A 2 ) 0 A 4 — AzA^Az 

从而 


^ I r 0 、 


A 

A 2 、 


h 一 Ar 1 ^ 


'Ai 0 1 

- A 2 / Ar 1 In-r 

< J 


a 3 

a 4 

/ 


0 I^r 

V y 


0 A 4 - A / Ar'Az 

V J 


由于（一 A / CA ') 一 1 = — A / Ar 1 ，因此从上式得出 



A 2 ' 


Ai 0 、 

A3 

w 

a 4 

> 


0 a 4 — A2 ay 1 a 2 

\ J 


I A | = | Ai I I A 4 — A 2 / A 7 1 A 2 |. 

例 10 证明： 数域 K 上的斜对称矩阵一定合同于下述形式的分块对角 矩阵: 



0 


， （0) ，…， （0) 


证明对斜对称矩阵的级数 n 作第二数学归纳法。 
n=l 时， （0) 二（0)。 

n = 2 时，设 a #0, 则 



据引理1得 




假设对于小于〃级的斜对称矩阵，命题为真。现在来看 n 级斜对称矩阵 A = (% ) 。 
情形1 A 的左上角的2级子矩阵可逆。把 A 写成分块矩阵的 形式: 


则 



A / = 


r ^\ 

^2 ' 

a 3 

- A4 

J 

rA / 

A/l 

A ； 

L 

A ： 

J 


由于 A /== _ A ， 因此 A / = _ Ai ， A 4 / = — A 4 ^ A 3 — — A 2 ' 。从而 


A 


Ai A 2 、 

② 十⑷知 1 ) •① 

f Al 

a 2 ' 

— A / A 4 

、 J 


0 

a 4 + a 2 / at 1 a 2 

J 


②十① * (- ArM 2 ) 




「 A! 


0 


0 A 4 + A / Ar 1 A 


于是 


^ I 2 0 ， 


f Ai A3 、 


h _ Ai l A 2 ^ 


入 o ’ 

A / Ar 1 1^2 

k. 4 


— a 2 ’ a 4 


0 1^2 
\ J 


0 A 4 + A 2 / A7 1 A 2 

V. > 


由于 （一 AfA 2 )' = — A / CAr 1 )，一— A 2 '( A /)— 丄二义以厂 1 ， 

因此从上式得出， 


6.1 二次型及其标准形 




329 




’Ai A 2 、 


f Al 

0 1 

— At A 4 

.、 J 


0 

A 4 +A/Ar 1 A 2 

J 


由于 ( Aq + A / ApAj / sA ^+ A / ( ArD ' Az 。一 A 4 — A / A ^ A ；： ，因此 ， A 4 + A 2 ' Ar 1 A 2 是 
rz — 2 级斜对称矩阵。于是对它可用归纳假设，存在 n -2 级可逆矩阵 C 2 ，使得 

B = A 4 + A/AfAz 2 diag“— ^ 二 )^ :) ’ ⑻， …, (0)} • 

由于 A , 是2级斜对称矩阵，因此可用归纳假设，存在2级可逆矩阵 G ，使得 


A 




0 






令 


(Ci 0 ] 

C = 

0 C 2j 

则 C 是 n 级可逆矩阵，且 


C ， 




0 


0 

C 《 BC Z 





，（0)， 


警參參 


，（0) 


情形2 Ai ^-0, 但在 A 的第1行(或第2行）中有 ai ，关 0( 或％ 关0)。 

若％关0,则把 A 的第 j 行加到第2行上，接着把所得矩阵的第）列加到第2列上， 
得到的矩阵 G 的（ 2 ，1)元为_%，（1，2)元为％，（1，1)元和（2,2)元仍为0。由引理1得， 
A 二 G 。 而 G 属于情形1，因此据合同关系的传递性，得 


A diag 






，（0)，…， （0) 


若叫垆 0,则把 A 的第 j 行加到第1行上，读着把第 J /列加到第1列上，得到的矩阵 


H 属于情形1。因此 A 合同于所要求的分块对角矩阵。 
情形3 Ai — 0^ A 2 —0 o 此时 



0 

a 4 



由于 A 4 是 n — 2级斜对称矩阵，因此可用归纳假设，存在 n — 2级可逆矩阵 C 3 ，使得 


于是 


C^A a C 3 = diag 



0 0 v (①，②) 

0 aJ 




因此 
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又有 

因此 



c/a 4 c 3 

0 



A^diag{(_^ ^，…，(―? J) ， (0),-,(0),(0),(0) 


根据第二数学归纳法原理，对一切正整数 n ， 命题为真。 ■ 

点评： 由于合同的矩阵有相等的秩，因此从例10的结论 得出： 斜对称矩阵的秩是 
偶数。 


例 11 设《级实对称矩阵 A 的全部特征值按大小顺序 排成： 证 
明： 对于 R n 中任一非零列向量《，都有 

A n < < Ai. (35) 

a 


证明 因为 A 是 n 级实对称矩阵，所以有《级正交矩阵 T ， 使得 T~ l AT = 
diag { Ai ，又 2 ，…， A „} 。任取 R n 中一个非零列向量 a ，设 （ Ta ) / = (匕，6 2 ，…，6„)。贝 U 

aAa = aT diag { Ai ， A 2 ， ， A „} T^ 1 a = ( T ^ a ) 7 diag { Ai ， A 2 ， •••， A n } ( T ^) 

= Xib \ 十 A 2 砧 + …十 < Ai (W + 的 + …十纪） 

= Al \r a \ 2 =Ai | a | 2 . 


同理 


因此 





例 12 设 A =( aJ 是 n 级实对称矩阵，它的 n 个特征值排序成 证明: 


A „ ^ a u Ai ? i = 1,2 , ,72. 

证明由于 〆 A &= a „ ，且 k | 2 = l ， 因此从例 11 的结论立即得到， ■ 
点评： 从例12看到，实对称矩阵的每一个主对角元都在最小特征值与最大特征值之 
间，这个结论是有用的。 

例 13 设 B 是 n 级实矩阵，的全部特征值排序成… > A „。 证明： 如果 
B 有特征值，那么 B 的任一特征值^ 满足： 

yX7<l^l< v^. (36) 

证明 设 M 是 B 的一个特征值， a 是 B 的属于 M 的一个特征向量。 

据 5. 7节的例3的结论，的所有特征值都是非负实数。对实对称矩阵 B f B 
用例11的结论，得 

I a I 

由于 aB^a = ( Ba ) / ( Ba ) ^ ifua) f ifja ) — a a = fx I a I 2 ， 
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因此 A w < Al 

从而 < I //1 < v / a 7. ■ 

例14设 A、B 都是 n 级实对称矩阵，证 明： 如果 AB = BA， 那么存在一个 w 级正交 
矩阵了，使得： TAT 与 T f BT 都为对角矩阵。 

证明因为 A 是 n 级实对称矩阵，所以有”级正交矩阵：^，使得 

TY 1 AT 1 = diag{AiJ r ， A 2 I r ， … 山 J r } ， 

1 Ttt 

其中 Ai，A 2 ，…，是 A 的全部不同的特征值。由于 AB = BA， 因此 

( T ^ AT ^ CT^BTO = T ^ ABT , - Ti 1 * * * * BAT l - (T? B7\) (T^AT!). 

据 4. 5节的习题 4. 5第13题的结论，得 

T ^ BT , = 

其中私是 n 级实矩阵，易验证它是对称矩阵， z‘ = l，2, …， m。 于是存在 r , 级正交矩阵 
A ， 使得为对角矩阵，纟=1，2,…， m 。 令 

Tz — diag{Ti , T2 » ••• » T m } ? 

T ~ T\ 下 2 ， 

则 T 2 ，：T 都是 n 级正交矩阵，且 

T / BT= T ^ T ^ BT . T , = 丁 fdiagiB :， B 2 ，…， B m } T 2 
=diag{ f 广 玖 f, ， fV B 2 f 2 ，…， 

T 7 AT= Tz l T ^ 1 AT x T 2 = TVdiagUi 厂 ,A 2 Ir ? ，…， H }T 2 

1 l m 

= diag{ Tr 1 (Ai I r ) f l ，1V (A 2 L 2 )T 2 ,••• ^T" 1 ( X m I r )T m } 

X C 7)7 

= diag{Ai i r . ^ zL 9 ，…，入 m I r }• 

1 u m 

即： TA 丁，： TB：T 都为对角矩阵。 ■ 

习题 6. 1 

1. 用正交替换把下列实二次型化成标 准形： 

(1) /(xi jx 2 fX 3 ) = 2 x \ + 5x ■十 5x3 + 4^ ix 2 — Axix z — Sx 2 x 3 ； 

(2) f { X \ jX 2 ? x 3 » a ：4 ) =2 xijc 2 — 2 x 3 x A . 

2. 作直角坐标变换，把下述二次曲面的方程化成标准方程，并且指岀它是什么二次 
曲面。 

2*r 2 + 6 y 2 + 2 z 2 + 8x2: — 1 = 0. 

3_作非退化线性替换把下列数域 K 上二次型化成标准形，并且写出所作的非退化 
线性 替换： 

( 1 ) fioc\ 9 X 2 9 X 3 ) 十 2 j :_ 十 2 :^ x 2 — 2x\ xz ； 

(2) /( 工 1 ，工 2 ^jCz)~jc\ — x\ - s r2x X 3c t +2x 2 x 3 ； 

(3) fixi 9 x 2 iX 3 ) = XiX 2 ~\~XiX z ~\~x 2 x z ； 

(4) /(xi , x 2 »x 3 ) = 2 jci X % 2 x 3 x a . 


_ 
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4. 用矩阵的成对初等行、列变换法把数域 K 上的下述二次型化成标准形，并且写出 
所作的非退化线性 替换： 


(1) jx z ， x 3 ) = 工？ 一 2j ：2 + 尤！ — 2xix z +4x 2 *r 3 ; 

(2) fixi jx 2 >x 3 ) = j：i jc 2 +j ： i x 3 +x 2 

5. 证明： 秩为 r 的对称矩阵可以表示成 r 个秩为 1 的对称矩阵之和。 

6. 证明： 实数域上任一斜对称矩阵的行列式必为非负实数。 

7. 证明： 元素全为整数的斜对称矩阵的行列式一定是一个整数的平方。 

8. 设《元实二次型的矩阵 A 的一个特征值是入：，证 明： 存在 R n 中非零列向 
Ma = (ai , a 2 ，…， a / ，使得 


a Aa = Ai {a\ + a 晏 + ••• + ), 


9. 设 A 是一个 77 级实对称矩阵，证 明： 存在一个正实数 M ， 使得对于 IT 中任一非零 
列向量《，都有 


a Aa 


a 


2 




6.2 实二次型的规范形 


6.2.1 内容精华 


我们已经知道 ，一 个二次型的标准形不唯一，与所作的非退化线性替换有关。这一节 
来讨论二次型的哪些量与所作的非退化线性替换无关。在 6. 1节已指出，二次型 X f AX 
的任一标准形中，系数不为0的平方项的个数等于 rank ( A ) ，从而它与所作的非退化线性 
替换无关。二次型的标准形中还有哪些量具有这种性质？我们还要 讨论： 在一个二次型 
的等价类里最简单形式的二次型是什么样，以及它是否唯一？ 

首先对实数域上的二次型进行讨论。实数域上的二次型简称为实二次型。 
n 元实二次型 X ^ AX 经过一个适当的非退化线性替换可以化成下述形式的标 
准形。 

<^1^1 + "* + d p y\ — d 州 3^+1 —…一 d r y 2 r , (1) 

其中 <>0 ，i = l ，2，〜， r 。 据 6. 1节的命题3知道，; r 是这个二次型的秩。再作一个非退 
化线性 替换： 



= z ” j = r + 1, 

则二次型 （ l ) 可以变成 

Z 2 i + + Z 2 p — Zr. (2) 

因此实二次型 X ' AX 有形如 （2) 的一个标准形，称它为 fAX 的 规范形 ，它的特征 是：只 
含平方项，且平方项的系数为1， 一 1或0;系数为1的平方项都在前面。实二次型 
的规范形 （2) 被两个自然数/>和『决定。 



6.2 实二次型的规范形 
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定理 1( 惯性定理） n 元实二次型 XMX 的规范形是唯一的。 

n 元实二次型 X f AX 的秩为 r 。 假设 X f AX 分别经过非退化线性替换 




X = CY , X=BZ 变成两个规 范形: 


X f AX 

X f AX 




y\ 1 - ^ y\ — 

z\ + z 2 q — 


y 


(3) 

(4) 


现在来证明/ & 从而 X f AX 的规范形唯一。 

从 (3) 式和 （4) 式看出，经过非退化线性替换有 

z\ - h g — 4f 1- z l = yl~\ - \-yl — yUi - 

记仏）。假如/ >> g ， 我们想找到变量％，力，…，％取的一组值，使得 （5) 式 
右端大于0,而左端小于或等于0,从而产生矛盾。为此让 y 取下述列向量 


yl 


(5) 


p = (是1， … k p ， o ，…， 0) ， 


( 6 ) 


其中&，•••，&是待定的不全为0的实数，使得变量〜，•••，％取的值全为0。由于 
Z = GY ， 因此当 y 取 p 时，有 

Z 产 g n k 1 H -+ g\pk p j 

^2 = g2iki H - h gzpk p , 


< 


Z q = g q \k x H - h ggpkp. 


从而我们考虑齐次线性方 程组: 


「 H - ^ g\ P k 


p 


0, 


g21 々 l H - g2pkp = 0, 


< 


(7) 


H - 


p 


0. 


由于^ <户，因此齐次线性方程组 （7) 有非零解。于是，…，心可取到一组不全为0的 
实数，使得4 = 此时 （5) 式左端的值小于或等于0,而右端的值大于0,矛盾。 

因此/同理可证9<户。 从而 p = qo ■ 

定义 1在实二次型 X f AX 的规范形中，系数为+ 1的平方项个数 称为 X f AX 的正 
惯性指数，系数为 一1 的平方项个数 r ■一 A 称为 X ' AX 的负惯性 指数； 正惯性指数减去负 
惯性指数所得的差 — 的符号差。 

由上述知，实二次型 A " AA ： 的规范形被它的秩和正惯性指数决定。利用二次型等价 
的传递性和对称性立即 得出： 






w 元实二次型等价 
它们的规范形相同 

它们的秩相等，并且正惯性指数也相等。 



从实二次型经过非退化线性替换化成规范形的过程中看到 ，: Tax 的任一标 
准形中系数为正的平方项个数等于的正惯性 指数； 系数为负的平方项个数等于 
X ' AX 的负惯性指数。从而虽然 X ' AA ： 的标准形不唯一，但是标准形中系数为正的平方项 

个数是唯一的，系数为负的平方项个数也是唯一的。 

从惯性定理 得出： 
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推论1 任一 n 级实对称矩阵 A 合同于对角矩阵 diag { l ，*", l ，一 l ，”_，一 l ，0，〜，0}， 
其中1的个数等于的正惯性指数 ，一 1的个数等于 X ' AX 的负惯性指数（分别把它 
们称为 A 的正惯性指数和负惯性指数），这个对角矩阵称为 A 的合 同规范形。 ■ 

从上面的讨论容易得出，〃级实对称矩阵 A 的合同标准形中，主对角元为正（负）数的 
个数等于 A 的正（负）惯性指数。 

从命题1立即 得出： 

推论 2两个 n 级实对称矩阵合同。 

^=>它们的秩相等，并且正惯性指数也相等。 ■ 

推论2表明，秩和正惯性指数恰好完全决定 n 级实对称矩阵的合同类，因此由所有 n 
级实对称矩阵组成的集合中，秩和正惯性指数是合同关系下的一组完全不变量。 

现在讨论复数域上的二次型，简称为复二次型。 

设 n 元复二次 X ' AX 经过一个适当的非退化线性替换 A ： = Cy 变成下述形式的标 
准形： 


d\y\ ~\~ d 2 y\ + ••- 4- d r y 2 r ， 

其中 A 关 0， z ’ = l ，2，〜， r 2; r 是这个二次型的秩。 

设4 （ cos $ + isin %) ，其中容易证明 


V^7 ( 


COS 


& ■十 isin 


d j • 


把^ ^ cos 警十 isin y 记作 v ^7。 再作一个非退化线性替换 


% 




1，2, 


• ■ « 


( 8 ) 


y t = zi , I = r + 1, *** ,n. 

则得到 X f AX 的下述形式的标 准形： 

d 十 ¥ H - hzj. (9) 

把这个标准形叫做复二次型 A：'AX 的规范形。 它的特 征是： 只含平方项，且平方项的系 
数为1或0。显然，复二次型 X ' AX 的规范形完全由它的秩所决定。于是有 

定理 2复二次型的规范形是唯一的。 ■ 

显然有 

命题 2两个 n 元复二次型等价 
«=>它们的规范形相同 

它们的秩相等。 ■ 

推论 3任一《级复对称矩阵 A 合同于对 角阵： 



其中 r = rank ( A ) 0 

推论4 两个 n 级复对称矩阵合同 

它们的秩相等。 


■ 

■ 


6.2 实二次型的规范形 
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由推论4立即得出，秩是 n 级复对称矩阵组成的集合在合同关系下的完全不变量。 

6 . 2.2 典型例题 

例1 3 级实对称矩阵组成的集合有多少个合同类？每一类里写出一个最简单的矩 


阵（即合同规范 形）。 

解 


序 号 

秩 

正惯性指数 

合同规范形 

1 


0 

0 

2 


1 

diag{l ， 0,0} 

3 


0 

diag{ — 1 ,0,0} 

4 

2 

2 

diag{ 1 ， 1 ,0} 

5 

2 

1 

diag{ 1 ， 一 1 ， 0} 

6 

2 

0 

diag{ — 1 ， 一 1 ， 0} 

1 

1 

7 

3 

3 

1 

diag{l ， l ， l} 

8 

3 

2 

diag{ 1 ， 1 ， 一 1} 

9 

3 

1 

diag{ 1 ，一 1 ， 一 1} 

10 

3 

0 

diag{ — 1 ， 一 1 ， 一 1} 


由此看出， 3 级实对称矩阵组成的集合恰有 10 个合同类。 

例2 3 级复对称矩阵组成的集合有多少个合同类？每一类里写出一个最简单的矩 


阵（即合同规范形）。 

解 


序 号 

秩 

合同规范形 

1 

0 

0 

! 

2 

1 

diag{ 1 ,0,0} 

3 

2 

diag{ 1,1,0} 

4 

3 

diag{ 1 ， 1 ， 1 } 


由此看出， 3 级复对称矩阵组成的集合恰有 4 个合同类。 

例3 n 级实对称矩阵组成的集合有多少个合同类？ 

解秩为0的有1个合 同类； 秩为1的有2个合同类（正惯性指数分别为0，1) ; 秩 
为 2 的有 3 个合 同类； …； 秩为 n 的有 n + 1 个合同类（正惯性指数分别为 0 ， 1 ， 2 ,…， n )。 
因此 n 级实对称矩阵组成的集合共有 


1 十 2 十 3 + ”. + (n+l) 


(y2 ~h 1) ~h 2) 
2 
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个合同类。 

例4 n 级复对称矩阵组成的集合有多少个合 同类？ 

解秩为0，1， 2 ,…， n 的分别有一个合同类，因此共有 n +1 个合同类。 

例5 证明： 一个 n 元实二次型可以分解成两个实系数1次齐次多项式的乘积当且 
仅当它的秩等于2且符号差为0,或者它的秩等于1。 

证明必要性。设 n 元实二次型 

X f AX = {aiXi + a 2 x z + + a n x n ) (6i Xi + 十 …+ b n x n ). 

其中 a x , a 2 »*** 不全为 0; In ， b 2 ， b n 不全为 0. 

情形 1 (A ， a 2 ， … ， a„) 与（匕 ， 6 2 ，…，)线性相关。贝 !j ibi ， b 2 ， … ， b n ) = kia^ ， a 2 ， 


… ， a „) ，且 k^O 
于是 

设 a #0。 令 


X ； AX — kiai X\ + 


_ « » 


+ a n x n ) z 


= y } » j ^ 1 ， 2 ，…， z ’ 一 1 ， i + 1 ， …， n ; 
1 1 

—3 N — — 卜 

a , a i 17 i 

这是非退化线性替换，且 


X'AX = kyh 


这时 xVlx 的秩等于1。 

情形2 (〜，^，〜，^)与（6 1 ，6 2 ，_»，6„)线性无关。则这个向量组的秩为2,以它们 


为行向量组的 2 Xn 矩阵必有一个2阶子式不等于0,不妨设 


U\ U 2 

bi b 2 


尹0。令 


== a Y Xi + a 2 x z + a^x z + "* + a n x n , 
yz = biXi +b 2 jc 2 +63X3 + ••• + b n x n , 

^ ^3 ~ 工 3 


则此公式的系数矩阵 c 的行列式为 

C 


a x a 2 
心， 0 . 


从而 c 可逆。于是令则 
再作非退化线性 替换： 


X f AX 


: yi = a + 之 2 ， 


3^1 ^2* 


y2= — Z 2 9 

y y = Zj , j = 3 , 4 ，“. 


则 X’ AX = z \ — z \. 

因此 X f AX 的秩等于2,且符号差等于0。 



6.2 实二次型的规范形 
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充分性。若 X f AX 的秩等于2且符号差为0,则经过一个适当的非退化线性替 
换，有 

父 AX - y \- y \. 

设 c — 由于 Y = d ， 因此 

yi = d n xi + dx 2 x 2 + ••• -hd ln jc n , 

yz = ^ 21^1 + d 2 zJc z H - + d 2 n x n . 

且 Wil ，£^ 12 ，… ，dln) 与 （Al ，么2，…， ) 线性无关。于是 

X f AX = [(<i n + (i 2 i )X 1 + …+ Wh + <i 2 n )x«][ W11 — 屯 ） X] + … + (4 — d 2 „) x „: 

且 Wn + d n ，'- - , d u +^2«)9^0 ， （dll — c/ 21 ，… ， d ln — d 2 n ) 尹 0. 

因此 X ， AX 表示成了两个 1 次齐次多项式的乘积。 1 

若的秩等于1，则经过一个适当的非退化线性替换 X=BZ， 有 

X f AX - kz \ , 

其中々=1或 一U 由于 z = 因此 


之 1 


eix x + e 2 x z + + e n x n , 


且（&，&，… ，〜） 关0。于是 


X f AX 


拿# 參 


+ e n jc n ) 2 , 



二 kCeiXi + e 2 x 2 

从而 X ， AX 表示成了两个1次齐次系项式的乘积 

点评： 从例5的证明中看到，有关实二次型的问题常常需要作非退化性替换，化成规 
范形（或标准形）。在规范形里容易看出原二次型的秩和正惯性指数、符号差等。 

例 6设叉7^是一个 n 元实二次型， 证明： 如果 R ” 中有列向量，使得 cr / Ai ^ X )， 


c^AazSO, 那么在叱中有非零列向量 a 3 ，使得 cc/Aa^O。 

证明 作非退化线性替换 X=CY， 使得 

X f AX =- y \ H - + y 2 P ~ y'Ui -- 

其中 r=rank(A)。 由于 a/A ftl >0 ， 因此 fAX 的正惯性指数/> >0。由于 a 2 'Acr 2 <0, 因 
此的负惯性指数 r — /)>0即 r > p 。 于是可以让 Y 取下述一列 向量： 


yl » 


p = (1 ，0，…，0，1，0，…，0)'_ 


Y 

P 


令 

则 


a z ^= Cp , 

€i(A(x 3 = 1 2 十 0 2 +…+ 0 2 — I 2 一 0 2 … 一 0 2 =0 


■ 


例 7设 A 为一个《级实对称矩阵，证 明： 如果 |A|<0, 那么在 R ” 中有非零列向量 
a ，使得 aAa <.0 o 

证明 由于 | A |<0, 因此的秩为;2,且负惯性指数为奇数。于是作非退化线性 
替换有 

X f AX = yl - \~ y z p — y 2 ^i - yl , 

由于 n — f 是奇数，因此可以让 Y 取下述列 向量： 


令 a=CJp， 则 


p = (0 ， ."0 ，1，0，…，0). 

---- 一 

P 个 


a'Aa = —1 2 = — 1<0. 
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例8设实二次型 

fixi ， : c 2 ， … ， A) = Zf + …+ C 4 — …一 l ] +u , (10) 

其中 A (i = l ，2，…，^十1^)是 Xi ， x 2 ，…，: c „ 的1次齐次多项式。证明： /( xi ，: c 2 ，…，工《)的 
正惯性指数/负惯性指数 q < u 0 

证明由于，2 ，… ，S + M ) 是 A ， x 2 ， •• •，: c „ 的1次齐次多项式，因此 

L = HX ， 

其中 L=m … J s + U ，…， D ' = 0,当 j > s + u 0 
作非退化线性替换 X = cy ， 使得 

fix x ， x 2 ， … ，上 „) = ^1 + + yl ~ yh —… 一 y 2 ^ q , (11) 

于是在下，有 

l \ H - + L ] — / h-i — — / h -« = + *** 十3^ — —…— y 2 p ^ q - (12) 

设 HC=(a )。 假如让 Y 取下述列 向量： 

p = (々1， … ，是 p ，0，…， 0)’ ， 

其中 h ，…， k p 是待定的不全为0的实数，使得 A =0, … ， Z S = 0。 由于 L =( HC ) Y ， 因此当 
Y 取时，有 

1\ = 兮11 走1 +贫12是2 + … + 尺1户 々 p ， 
ll = 尽21々1十总22々2 H - …+ glpk p ， 

< 

暑攀# m m m « • « «■_ 

Is = gsiki + gszk 2 H - h gspkp . 

为此考虑齐次线性方程组 

， gn ^ 十发 12是2 + … + gipkp = 0, 

总21々1 + ^22^2 + …+ g 2 pk p = 0， 

#拿_ » • * 聲# _ 參畚参 

gsiki + ^ 5 2^2 + -^ gspkp — 0. 

V 

由于户，因此这个齐次线性方程组有非零解。从而々 ：，••_，& 可取到一组不全为0的 
数，使得 A =〜 = Z S = 0。 此时 （12) 式左端小于或等于0，而右端大于0，矛盾。因 

此 ， 0 

类似地，假如心可以证明 F 可取到一个列向量，使得 （12) 式右端小于0,而左端 

大于或等于0,矛盾。因此 ■ 
例9 证明： 在实数域上， 一忍与 h 不是合 同的； 在复数域上 ，一 L 与八合同。 

证明在实数域上，由于一 h 的正惯性指数为0,1„的正惯性指数为〜因此一 与 
U 不是合同的。 

在复数域上， _ J „ 与八的秩都是 〃， 因此它们是合同的。 ■ 

例10指出下列实二次型中，哪些是等价的？写出理由。 

/l ( 工1 jX 2 ，工 3 ) = x\ — x 2 x^ ； 

,2 ( ji ，》2 ，力 ） — 3 ^i yi — yl * 

,3 ( 之 1 ，之 2 ，之 3 ) = 2：! Z 2 + Zl. 


6,2 实二次型的规范形 
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解令 




工 1 =%， 

工2 =^2+^3 


则 


令 


x z — y 2 — y z 5 

f\ ( 工 1 ，工 2 ^3^=y 2 i—yi+yl 

ryi =r Wi 十 w 2 ， 




y 2 — t^i — T £；2 


3^3 一加 3 


则 


ft (: yi ^2 ^3) 




.2 


1 


.2 


令 


rz ： = u x + u 2 j 


^Z 2 —U 1 ~u 2 


之 3 — W 3 


则 


Zs ( 之 1 ，之 2 ，之 3 ) = u\ — u\ + u\. 

由此看出， / 3 ( A，z 2 ，z 3 ) 的秩都等于3,且正惯性指数都等于2,因此 
它们等价。由于/ 2 (力，力，％)的正惯性指数为1，因此/ 2 (%，力，％)与/ 1 (4，心， *r 3 ) 不 
等价，与 fs ( Z ” Z 2 ，2：3)也不等价。 

例11 n 级实对称矩阵组成的集合中，如果一个合同类里既含有 A 又含有一 A， 那么 
迭个合同类里的秩与符号差有什么特点？ 

解设 n 级实可逆矩阵 C 使得 

C f AC = diag{ 1，…，1， 一 1，…， 一 1，0,…，0}， 

其中对角矩阵的主对角线上有 p 个 l，g 个一 1，则 

C’ （一 A)C = diag {— 1，…，一1，1，…，1，0，“.，0}， 

其中对角矩阵的主对角线上有 f 个 一l，g 个1。 

由于 A 与 一A 在同一个合同类里，它们的合同规范形唯一，因此 p = q a 从而这个合 
同类的秩等于0，符号差为0。 

例12 n 级实对称矩阵组成的集合中，符号差为给定数 s 的合同类有多少个？ 


解由于秩 r 和符号差 s 确定后，正惯性指数 f 就随之确定：户 


5 + 


r 


，因此秩和符 


号差也是 n 级实对称矩阵组成的集合的一组完全不变量。从而当符号差 s 为给定的数 
后，秩 r 有多少种取法就有多少个合同类。 

当5<0时，设5=—//2，其中饥是正整数。由于正惯性指数 > 是非负整数，且 r = 
2 p — s = 2/>+m， 因此 r 可取7?2,7?1 + 2，//1+4：，."，7?1 + 2/，其中 /n + 2Z —n 或 /z — 1。于是 Z = 

I 

72 + 5 


n _ m 


W+5 

L 2」 


L 2」 


从而 r 的取法有 1 + Z=1 + 


种，即当 s<0 时，符号差为 s 的合同 


类有1十 


W +5 


个 


当5^0时，由于因此 r ^ s 0 从而 r 可以取 s，s+2，s+4, … ，s+2£ ，其中5+2/=^或 


n 


于是 r 的取法有1 +〖=1 + 


71 — S 


2 


种。即当 s >0 时，符号差为 s 的合同类有1 + 


71 — S 


个 


o 
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习题 6. 2 


1. 把习题 6. 1 的第 3 题的所有实二次型的标准形进一步化成规范形，并且写岀所作 
的非退化线性替换。 

2 . 2级实对称矩阵组成的集合有多少个合同类？每一类里写出一个最简单的矩阵 
(即合同规范形）。 

3. 下列实二次型中哪些是等价的？写出理由。 

fl (X 1 x\ + 4j ：2 + ^3 + 4 j ： iX2 — 2x\Xz ； 

ft iy\ ^ 3 ) = y\ + 2yi ~ yt + 4ry^y 2 — 2y v y 5 — 4 ： y 2 y 3 ; 

/ 3 ( 之 1 ，之 2 ，之 3 ) = — — z\ — z\ ^ 4z a 2：2 + ^ZiZ z + 18z 2 Z 3 . 

4. 设 A 是 n 级可逆实对称矩阵， a 是 R ” 中一个列向量，令3 。用 5( A )、 

KB ) 分别表示的符号差。 证明： 

fs ( B ) +2, 当 aA l a > 1； 

5( A ) = J r / 1 

[ 5 ( B ), 当《次- l a < l . 

5. 设 A 是 n 级实对称矩阵，且 A 参 0, 证明： 如果 A 的符号差 s = 0, 那么 R ” 中有非零 
列向量 a ! ，《2 ， a 3 ，使得 a / Aai >0 ， ct 2 ’ Aa 2〈0， cf / Acf 3 =0。 

6.3 正定二次型与正定矩阵 


6.3.1 内容精华 

从多元函数的极值问题以及力学等领域的问题提出需要研究正定二次型和正定 
矩阵。 

定义1 元实二次型 X f AX 称为正定的，如果对于 R ” 中任意非零列向量《，都 

有 a Aa > 0 o 

定理1 n 元实二次型是正定的当且仅当它的正惯性指数等于”。 

证明必要性。设 X 4 X 是正定的，作非退化线性替换化成规 范形： 

y\ H — + yl ~ y 2 t^\ - - yl- 

如果{< 72 ,那么 w 的系数为0或 一 1，取 a = 则 a Aa = 0或 一 1， 

矛盾。因此 P = n 0 

充分性。设 X ' AX 的正惯性指数等于 n ， 则可以作非退化性替换化成规 
范形： 

: y ? 十 : vl H —十:^ . 
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任取 a 6 R n 且<*#0，令/|=<：— …七） ’， 则 p 关0。 

从而得出 cr / A a = W +6〗+ …+纪>0。因此 X ' AA ： 是正定的。 ■ 

从定理1立即得出： 

推论1 n 元实二次型 X ' AX 是正定的 

它的规范形为 M +: v〗+ … +W 

<=>它的标准形中 W 个系数全大于0。 ■ 

定义2实对称矩阵 A 称为正定的，如果实二次型叉4叉是正定的。即对于 R ” 中任 
意非零列向量 a ，有 aAa >0 o 

正定的实对称矩阵简称为正定 矩阵。 

从定义2,定理1，推论1立即 得到： 

定理2 72级实对称矩阵 A 是正定的 

<=» A 的正惯性指数等于 n 
<=> A—I 


«==> A 的合同标准形中主对角元全大于0 
<==> A 的特征值全大于0。 

推论2与正定矩阵合同的实对称矩阵也是正定矩阵。 

推论3与正定二次型等价的实二次型也是正定的，从而非退化线性替换不改变实 
次型的正定性。 

推论4正定矩阵的行列式大于0。 

证明设 A 是 n 级正定矩阵，则 A 二 J 。 从而存在 n 级实可逆矩阵 C ， 使得 A = CTJC 。 


因此 


C f C | - | C 1 2 > 0 


■ 


定理3实对称矩阵 A 是正定的充分必要条 件是： A 的所有顺序主子式全大于0。 
证明必要性。设 n 级实对称矩阵 A 是正定的。对于&6{1，2 ,…， n — 1}，把 A 写 
成分块矩阵： 

rA k B 1 -] 

A = ， 

IB ； B 2 j 

其中 1 AJ 是 A 的 々阶 顺序主子式。我们来证八 4 是正定的。在圮中任取一个非零列向 
量5,由于 A 是正定的，因此 

r 5 _ | / 「5~| . rAi Bi 1 r^n 

0< A = (5,0) , I 8A k 8, 



A * B \ 
B( B z 



5A k 8, 


从而 A 是正定矩阵。因此 | AJ >0。 由推论 7 知道， | A |>0 
充分性对于实对称矩阵的级数 n 作数学归纳法。 

当 W =1 时，1级矩阵 U )， 已知 a >0, 从而 U ) 正定。 


o 


假设对于 n ~ l 级实对称矩阵命题为真。现在来看《级实对称矩阵 A = (% ) ，把 A 
写成分块 矩阵： 


n-1 


(1) 
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其中是 n — 1级实对称矩阵，显然的所有顺序主子式是 A 的1阶至 n — 1阶顺序 
主子式。由已知条件得，它们都大于0,于是据归纳假设得，是正定的。因此有 n—l 
级实可逆矩阵 G ，使得 

C/A^i Ci = I^i * (2) 


据 6. 1节例9的结论得 


A 


A 


n —1 



On 

b 


其中 aVV 二 Set ， 且 |Al = I A„_i |6,从而 b >0 o 由于 


■Ci 0- 

f 

0- 


「 C1 

On 


rC/A^C, On 


0" 

_ 0 1_ 


0 b - 


_ 0 

1 


0 b 

mi 


0 b - 


(3) 


因此 



(4) 


由于 （4) 式右端的矩阵是正定的，于是从 （3)，（4) 式得， A 是正定的。 

根据数学归纳法原理，充分性得证。 ■ 

从定理3立即 得到： 

推论 5实二次型是正定的充分必要条件为 A 的所有顺序主子式全大于0。 ■ 
定义 3 «元实二次型 X ' AA ： 称为是 半正定（负定，半负定） 的，如果对于 R n 中任一 

非零列向量《，都有 

aAa ^ 0 ( a’Aa < 0 9 aAa ^ 0). 

如果既不是半正定的，又不是半负定的，那么称它是不 定的。 

定义4 实对称矩阵 A 称为 半正定（负定，半负定，不定） 的，如果实二次型 X f AX 是 


半正定（负定，半负定，不定）的。 

定理 4① n 元实二次型 X ' AX 是半正定的 

<=>②它的正惯性指数等于它的秩 

③它的规范形是 + …十 W (0< r < n ) 

^=>④它的标准形中 n 个系数全非负。 

证明①==>③。设 n 元实二次型 X ' AX 是半正定的，它的秩为 r 。 作非退化线性替 

换 X = CY ，把 X ' AX 化成规 范形： 

y\ H — + yl~ : — … 一 yl- 

假如/ >< r 则规范形中 W 的系数为一1。取 

p = (0 ， …，0 ， 1，0 ， …， 0)' 

= 则 a %* 等于一 1。矛盾。因此/ > = r 。 从而的规范形为 W + … + W 。 

③=»②显然。 


②=>® 显然。 

④ 设 A ^ AA ： 经过非退化线性替换 X = CY ， 化成一个标 准形： … 
+ 尤 W ，其中^>0 = 1，2，…， tz 。 任取 ceG R n 且《。令 p 二 C （6i ，6 2 ，…，办》)'，则 

aAa = d x b \ H - h d n b \ ^ 0. 


因此 X ' AX 是半正定的。 


■ 
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由定理4立即 得到： 

推论 6 «级实对称矩阵 A 是半正定的 

<=> A 的正惯性指数等于它的秩 

( I r 0\ 

< "> ) ，其中 r = rank ( A ) 

A 的合同标准形中 n 个系数全非负 

A 的特征值全非负。 ■ 

定理 S 实对称矩阵 A 是半正定的当且仅当 A 的所有主子式全非负。 

证明 必要性。设 A 是《级半正定矩阵，且 A 关0,则存在〃级实可逆矩阵 C ， 使得 

A = C (0 0) C ， 

其中 r *= rank ( A )。 把 C 写成分块矩阵的形式，则 


A = 




cXi ， 


其中 G 是 rXn 行满秩矩阵。 

由于 rank ( A ) = r ，因此 A 的所有大于 r 阶的子式都等于0。下面考虑 A 的任一 Z 阶 
主子式 （ i < r ) ，据 4. 3节的命题1得 


A 


A “2，.• 
A ，/ 2 ，•• 



0\0, 


il “2，…， Zf 

i \ “2 ，…， it 



ll 以 2，…， h 


S C/ (…」 c 

\^1 ，％，…，邛 


乜 1 yV 2 ，…， W 


h ,Z 2 ， _•• 


2 卜 

1=^3 L 


V 1 ， v 2 ， ••• ， v t 

，…， A 



^ o . 


因此 A 的所有主子式全非负，当 A = 0 时，显然也对。 

充分性。先来证 A 的特征值全非负。 

\ XI - A \ = X n H - K— l) k b k x^ k H - h (- I) 71 I A | ， 

其中&等于 A 的所有々阶主子式的和。由已知条件，得 

b k ^ 0 $k = 1 ， 2,…，?2 — 1; | A | ^ 0. 

假如 | AJ — A 1 有一个负根 _ c ，其中 e >0, 则 

0=| (-c)I-A | = (-c) n -^(-c)^ 1 H - \-i-iyb k (~c^ k H - h (- l) w I A I 

=(— 十… +~ C“H - h & n - lC+l A I ) 关0， 

矛盾，因此 A 的特征值全非负，从而 A 是半正定矩阵。 ■ 

定理6实对称矩阵 A 负定的充分必要条 件是： 它的奇数价顺序主子式全小于0,偶 


数阶顺序主子式全大于0。 


证明 设 A 是72级负定矩阵，则（一 A ) 是 n 级正定矩阵，且 



(- l)^A 



鲁 
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于是 n 级实对称矩阵 A 负定 

级实对称矩阵 一 A 正定 


/ I ，2，…，走、 

㈡ (— A) G ， 2 ，…，是 ) >0 ’ 是二 1 ’ 2 ，…- 


<=>(-1) a A/ 1 ， 2 ， *"^\>0, k = l ， 2, …， n 

\l ， 2 ，…，九 J 


「 /U ， … ，是、 

A ]>0, 

(1 ，2, … ，心 

,1，2， •• •，是 \ 

A )<0, 

[ U ，2, …， 幻 


当々为偶数，且 
当务为奇数，且 



定理7 设二元实值函数 F ( o :，： y ) 有一个稳定点 a = U 。 ，: y Q ) (即 F ( x ，： y ) 在 （ x 。 ，％)处 
的一阶偏导数全为0)。设 F ( u ) 在 ( x 。，^) 的一个邻域里有3阶连续偏导数。令 

Oo ,^o) F: y {x 0 ， : y 0 ) 

( 工 0 ，》 0) Fyy (X 0 »^ 0 ) 


H 



( 5 ) 


称 H 是 FUj ) 在（: c 。，％) 处的何塞 （ Hesse ) 矩阵。 如果 H 是正定的，那么 FU ， y ) 在 
U 。，％) 处达到极小值；如果 H 是负定的，那么 F ( x ，： y ) 在 （ x 。，％) 处达到极大值。 

证明 由于厂(工，^)在(1。，％)的邻域里有3阶连续偏导数，因此 F (: to ) 在 （〜， y 。） 
可展开成泰勒 级数： 

F (: c 0 +/ i ，： yo + 是） = F ( x 0 ，: yd + C / iF ^ Oo ，: y 0 ) 十 々 F / O 。 ，: y 0 )] 十 


f ， > ) 十 2 敁 Fj(x 。 ，％ )+Pi^(x 。 ，> )] 十尺 


— FCjo 0 9 y 0 ) + -^-( a / i 2 -^ rZbhk ^ rck 2 ) + i ?, ( 6 ) 

其中 a = Fj ^ Cx 0 , 3 / 0 ) ， b = Ff y ( x 0 f y 0 ) ,c = F ^( j ： o ，: y 0 ). 

R= jlh 3 FZ M+3h 2 kF^ y Cz)+3hk 2 Ff ； y U)+k 3 F^ y (z)], 

z= ( 工 0 + 沒 / 1 ， 3 / 0 十狀）， 0 <C ^ 1. 

如果 |/ i|，PI 足够小，那么 I 尺丨 <||以 2 +26/^+4 2 I 。从而 FU 。 十 h ， y 。+ k ) — FU 。， y 。) 

将与 a / i 2 +26 h 々 + c 々 2 同号。表达式 

f{h ， k) = ah 2 + Zbhk 十 ck 2 (7) 

是 h ， k 的实二次型，它的矩阵就是 H 。 如果 H 是正定的，那么对于足够小的 |/i I ，丨 々 I ，且 
(/ i ， 是）#(0,0)，有 

F(jo 0 + h ， y 0 + k) — FCjc 0 *y 0 ) > 0 ， 

这表明在 ( x 。％) 处达到极小值。如果 H 是负定的，那么对于足够小的 Ml ， UI ， 
且关 （ o , o ) 有 

F(j: 0 + h ,y 0 + k) — F(x 0 ， : y 0 ) < 0 ， 

这表明 F ( x ，： y ) 在 U 。，％) 处达到极大值。 ■ 

定理7可推广到77元函数的情 形：设 F ( x 1 ， i 2 ，…，工„ ) 有一个稳定点 ， a 2 ，…， 
a „) ，设 FU , ， x 2 ，…，^)在 cr 的一个邻域里有3阶连续偏导数。令 
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H - d ⑷）， 

Z J 

称 H 是 FCa ，X 2 ，… ，xj 在 a 处的何塞矩阵。如果 H 是正定的，那么 Fix , ，: c 2 ，… ，&) 在 
a 处达到极 小值； 如果 H 是负定的，那么 FUmz ，…， ^)在 a 处达到极大值。 

6.3.2 典型例题 


例1 证明： 如果 A 是 rz 级正定矩阵，那么 A' 1 也是正定矩阵。 

证明由于 A 是? z 级正定矩阵，因此从而存在 n 级实可逆矩阵 C， 使得 

A = c 7 c . 


两边取逆矩阵，得 

A 一 1 = dc — 1 )'. 


这表明 A - 因此 A - 1 正定。 ■ 

例2设 A 是 n 级实对称矩阵，它的 n 个特征值的绝对值的最大者记作 S / A )。 证 
明： 当 £> S r ( A ) 时， tT + A 是正定矩阵。 

证明设 A 的全部特征值是 Ai ， A 2 ，…， A „ 。则 d + A 的全部特征值是 t + Ai ， t + 入2， 
…， z + L 。 当 £> S r ( A ) 时， 

^ + A, ^ i — | A ,： t~ S r (A) 〉 0，i = 1 ， 2 ，…，? ?• 

因此 d + A 是正定矩阵。 ■ 

例3判断下列实二次型是否正定。 

( 1 ) /i (j：! ,J：2 ,X 3 ) 4xi + 5x2 + + ^XiX 2 — 4x 2 a：3 ; 

(2) / 2 (xi ,x 2 »-r 3 ) ^ x? + 2xl — Zx\ + 4j ： ix 2 + 2x 2 x z . 

解 的矩阵是 


因为 





4 

2 

4 

= 4 > 0 ， 




2 

5 


=16 > 0， A 


所以 A 正定，从而实二次型 /iCxi ，而， x 3 ) 正定。 
(2) / 2 (工1 ，工2，<3：3 ) 的矩阵是 


因为 



B 



01 



0 


1 -3 




— 2 < 0， 


= 80 〉 0 ， 


所以实二次型/ 2 ( Xl ， X2 ，而） 不是正定的 D 
例4 证明： rz 元实二次型 /U ，々，••• 


，: 为正定的必要条件是，它的 7Z 个平方项的 


系数全是正的。举例说明这个条件不是 /(A ，: r 2 ，…，: r„) 为正定的充分条件。 

证明设/(々，々，…，:^)的矩阵为 A。 由于这个实二次型正定，因此 A 是 n 级正定 
矩阵。从而存在 n 级实可逆矩阵 c ， 使得于是对于纟6{1，2,…， W， 有 

n n 

2 C f ； O = ^ \_C{k ； Q] 2 • 

k—1 k=l 

由于 c 的第 i 行元素不能全为 0( 否则， I C| =0,矛盾），因此 

n 

A(i,z) = 2 [C(々“)] 2 〉 0，z. = 1，2，“. ，”_ 

k = 1 

即 f ( jrj ，: r 2 ，…，:*:„)的 n 个平方项的系数全是正的。 

设 ^(4 ， J： 2 ，13 ) + 2x2 + 3^3 + 4 Xi x 2 +6:c 2 :c 3 ，则 gixi , x 2 >x 3 ) 的矩阵是 

rl 2 0^ 

B = 2 2 3 t 

0 3 3 

V. > 

, 1 2 

由于 2<0 ， 

2 2 

因此 gix , ,x 2 ，: r 3 ) 不是正定的。这说明平方项的系数全为正数不是实二次型正定的充分 
条件。 ■ 

例5 n 级实对称矩阵 A 是正定的充分必要条 件为： 有《级实可逆矩阵 C 使得 

A - C，C. 

证明 n 级实对称矩阵 A 正定 
<=> A^I 

有 n 级实可逆矩阵 C， 使得 A = C7C = C/C。 ■ 

例6证明： w 级实对称矩阵 A 是正定的充分必要条 件为： 有可逆实对称矩阵 C 使 

nA = c \ 

证明必要性。设 A 是 n 级正定矩阵，则 A 的特征值；^4 2 ，…，全大于0。由于 A 
是实对称矩阵，因此存在 n 级正交 矩阵了 ，使得 

A = T^diagU】，A 2 ，… » A„}T 

= T ^ 1 diag{ » y^z »*•* > \^}T "T " 1 diag{ v^ ， v^T ， …， 了 

= C 2 ， 

其中 

C = T-Miag{ v^7, V^7, … ， VX7}T ， 

显然 C 是可逆实对称矩阵。 

充分性。设《级实对称矩阵 A = C 2 , 其中 C 是可逆实对称矩阵。则 A = C ' C 。 因此 
A 是正定矩阵。 ■ 

例7 证明： 如果 A 是 n 级正定矩阵，那么存在唯一的正定矩阵 C ， 使得 A = C 2 。 


证明 存在性。例6的必要性证明中， C 的全部特征值是 v ^7 v ^， … v ^：， 它们全大 
于0,因此 C 是正定矩阵，而 A = C 2 。 

唯一性。设还有一个 n 级正定矩阵 Q ，使得 A = C ?。 设(^的全部特征值是％，％， 


• _ # 
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，队 ，则 A 的全部特征值是 v 2 lr vl , …， I ；〖。设 C 的全部特征值是 &，@，…，^， 则 A 的全 
部特征值是，/4,…，/^。于是适当调换％，％，•••，％的下标可以使…， 
n 0 由于 a ，邛都大于0，因此 ", = iy t ，f = 1，2，…， w 。 

由于 C 和 G 都是 n 级实对称矩阵，因此存在 / r 级正交矩阵: T ，乃，使得 

c= T^ 1 diag{"i ，// 2 ，… } 丁， 

Ci = T ^ 1 diagl ^ 9 v 2 , ••• } T : . 

由于 C 2 =A = C ?， 且户,=奶，£ = 1，2，，"，”，因此 

T ^ 1 diag {^，" ■，…，/ 4 } 丁 = TV diag {^ ，…， " 2 „} ^ • 

两边左乘，右乘 T ^ 1 ， 得 

T,T~ l diagb ? ，¥， … ，^ } = diag {"! ，¥，…， ^ } 7\ 了一】. （8) 

记比较 (8) 式两边的 G ， j ) 元，得 

= ^ v (9) 

若~参0，则从（9)式得，内 2 =¥。由于灼，〜都是正数，因此妁=〜。从而有 

thl^} = ㈣ ij • ( 10 ) 

若心=0,则显然 （10) 式也成立。由于 （10) 式对都成立，因此 

T x 丁一 1 diaglj ^ ，"2，…，"《 } = diag{；A ，" 2 ，…，户 n } 了― 1 • (11) 

从而 T _1 diag{^i ,^ 2 ，… ^/ Jt n }T = TrMiagi ^! ，" 2 ，…，"” }丁 1 . 

即^-匕。这就证明了唯一性。 ■ 

点评 ：在正 实数集 R + 中，对于任一正数 a ， 都存在唯一的正数 c •，使得 a = c 2 ( c 就是 a 
的算术平方根）。例7讲 的是： 在《级正定矩阵组成的集合中，对于任一正定矩阵 A ， 存 
在唯一的正定矩阵 C ， 使得 A = C 2 。 这两者之间很相似。 

在例7的唯一性证明中，为了证明0=0 ，一 种思路是去证： TzTi ，这种思路是不正 
确的。因为对于实对称矩阵 C ， 可以找到不同的正交矩阵，使得 C 正交相似于对角矩阵 
diag ^ ，和，…， } ，所以即使 T 关 T " 也有可能使得丁 — Miag ^ ，和，…，…} 了二玎 1 
diagknp ， …，…}乃，从而有0=0。证明的正确思路是去证 （11) 式成立。 

例 8 证明： 实对称矩阵 A 是正定的充分必要条件为 A 的所有主子式都大于0。 
证明充分性是显然的，下面来证必要性。 

设 A 是《级正定矩阵，则有实可逆矩阵 C 使得从而 A 的任一 m 阶主子式 
Cl ^ rv ^ n ) 为 


tl ^12 9 …，之 


l\ yti ， … yt m 


c f c 


l\ »i2 ，…， k 


艺 1 ， 疋 2 ，…， 2 



2 | 

< v 2 0“0柄<« 


。,广 “2，… “ m 广 1 ，％， …，、 


幻 1，以2， 


1\ ^2，… 


Vi ^ Vzj 


2 


= S c (； 17 ； i7 m ). 

由于 c 可逆，因此 C 的第 A ， i 2 ，…， i m 列组成的子矩阵 c \ 是 nXm 列满秩矩阵。从而 G 


有一个 m 阶子式不等于0,设 
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^ /Ui , U 2 ，” 

Cl G ，2〜 卜 


而 


C 2 




1，2 ，…， 


m 


wi ?u 2 ) •••，u 


ll 1^2 ，…， t 


因此 


A / 篡1 , 无 2 ，…， \ 

Af )>0 

“ 2 ，…， 


例 9 证明： 如果 A 是 72 级正定矩阵， B 是 n 级实对称矩阵，则存在一个 《 级实可逆 
矩阵 C ， 使得 CTAC 与 C'BC 都是对角矩阵。 

证明 由于 A 是 n 级正定矩阵。因此 A =/。 从而存在 n 级实可逆矩阵 G ，使 
得 cMc d 。 

由于，因此， C / J 5 G 是《级实对称矩阵。于是存在 n 级 
正交矩阵了，使得 

T ^ C / BCJT - T^ 1 (C 1 / BC 1 )T= diag ^ ，" 2 ， 

令0=0 7%则 C 是实可逆矩阵，且使得 

c’ac= cc.ry'ACQT) = rcc/Ac^T- Tit = /, 


C f BC = T / ( C 1 / BC 1 ) T - 出叩{川，" 2 ，•••，"„}• ■ 

例 10 证明： 如果 A 与 B 都是 w 级正 定矩阵，那么是正定矩阵的充分必要条件 
是 = 0 

证明必要性。由于 A 与 B 都是 n 级对称矩阵，因此若 AB 是对称矩阵，则 AB = BA 。 
充分性。设 A 与 B 都是《级正定矩阵，且 AB = BA 。 据本章 6.1 节的例14得，存在 
一个 n 级正交矩阵了，使得 

T r AT = diag { Ai ， A 2 ，…， A n } ， 

T’BT = diag {^ ，/ / 2 ，… ，/ u n }, 

其中 ； U ， A 2 ，…丄 是 A 的全部特征值， p ，" 2 , …， ^是 B 的全部特征值。由于 A 与 B 都 
是正定矩阵，因此1>0，斤〉0，/ = 1，2，*“，?2，从而又 1 /«由于 

T / ( AB)T — T f ATT f BT = diag { Ai " i ， A 2 " 2 ，… ， A „"„} ， 

因此 AB ^ diag { Ai // i ， A 2 " 2 ，…， A „" n }. 

从而 AB 是正定矩阵。 ■ 


例 11 证明： 如果 A 是 n 级正定矩阵， B 是 n 级半正定矩阵，那么 A + B 是正定 


矩阵。 

证明 任取 a 6 R n 且 a 尹0,有 

a(A + B)a aAa + aBa > 0 

因此 A + B 是正定矩阵。 

例 12 证明： 《元实二次型 


n 


fixi ，: C2 ， … ，工 ; i) = n^jx] — ( ^ 


2 


Xi 


是半正定的。 


_ • 
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证法一 /( a^，x 2 ，…，〜）的矩阵是 

(71 — 1 — 1 … 一1 ^ 

n — 1 … 一1 

= nl — J • 

攀 《 « 

争 ♦ • 

拳 # « 

[ —1 — 1 … 71 — 1 

由于 J 的全部特征值是 n，OU — 1重），因此 A 的全部特征值是 0，n(n — 1重），它们全非 

负，从而 A 是半正 定的： 于是/(々 ，x 2 ，…， a ) 是半正定的。 ■ 

证法二令《= ( a ，:c 2 ，…，:^)、据 Cauchy-Bunyakovsky 不等式得，对任意实数 

Xi , x 2 .” ， x „ 有 

a I 2 I 1« I 2 > ( a , In ') 2 . 

n n 

因此 ~ (2 Xt ) 2 ^ 0, 

r-1 V i=\ ’ 

从而 ，/(☆， jc 2 ，…，: c„) 是半正定的。 ■ 

例13 证明： 实对称矩阵 A 半正定的充分必要条 件为： 有实对称矩阵 C 使 
_ = C 2 。 

证明必要性。设 A 是 n 级半正定矩阵，则存在 n 级正交矩阵: T， 使得 

A = T ^ 1 diag { Ai ， A 2 ，… ， A „} 丁， 

其中 ；U，；l 2 ，…， 久„是八的全部特征值，它们全非负。于是有 

A = I^diag{yX7, v^"， …，^^"}打 _1 出叫{^!7，\/^"，... ，V^7}T 

= c 2 ， 



其中 

C = T - 1 diag { V %"， ，…，丁_ 

显然 C 是实对称矩阵。 

充分性。设 n 级实对称矩阵 A = C 2 , 其中 C 是实对称矩阵，从而 C 有 n 个特 征值: 
fx ” fx 2 , …和 由于 A = C 2 , 因此 A 的全部特征值是 〆 ，¥，…，沁。从而 A 是半正定 

矩阵。 ■ 

例14 证明： 如果 A 是/2级正定矩阵， B 是 n 级半正定矩阵，那么 

I A + B |^| A | + | B | , (12) 

等号成立当且仅当 B = 0。 

证明 据例9的证明过程可知，存在一个”级实可逆矩阵 C ， 使得 

C f AC = I, C f BC = diagjp ，汐，…，々 } = D. 

由于 JB 半正定，因此 p >0， f = l ，2，〜， W 。 于是 

|A + B| -I (C^-'IC- 1 + (C / )- 1 DC~ l I = I (C’)- 1 a+D)C- 1 1 

=I C _1 I 2 (1+"1 ) ( l +"2) •••( l +" n ). 

IA 卜 1 C - 1 I 2 ， |B 卜 1 C - 1 | 2 p a . 

由于 （1+"1 ) (1+户2)… （1+"«)>1+"1"2 •••"”， 

因此 lA + Bisicr 1 \ 2 a +^ ju z - juj ^ iai 十 ibi ， 
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若等号成立，贝!1 (#1 +"2 +… ) 十十… jUL ^ l/JLn ) + 〜 + fMjJLZ …卜 = 0， 由此推出， 
"1 二…二^二^)。从而召= 0。 

显然，当 B = 0 时，等号成立。 ■ 

例15设 


/A B, 

^ U, D) 

是 n 级正定矩阵，其中 A 是 r 级矩阵 （ r < Oz )。 证明： A ， D，D —都是正定矩阵。 

证明由于 M 正定，因此 M 的所有主子式全大于0。而 A 的各阶顺序主子式是 M 
的1，2,…， r 阶顺序主子式，因此 A 正定。 D 的所有顺序主子式都是 M 的主子式，因此 D 
正定。据 6.1 节的例9得 

( A B \- ( A ° \ 

\B f D) (0 

从而上式右边的矩阵也是正定矩阵。于是据刚才证得的结论得 ， D — 是正定 

矩阵。 ■ 

例16设 


/A B x 

d ) 

是 n 级正定矩阵，其中 A 是/■级矩阵。证明 

I M |<| A | I D I , (13) 

等号成立当且仅当 B = 0 o 

证明从 6.1 节的例9得 

| M | = | A | | D - B f A~ l B |. 

记 H = D — 由例15的结论知道, A ， D ， H 都是正定矩阵，从而 A - 1 也是正定矩 

阵，于是对任意 aeR n 且 a #0, 有 

a ( B / A - 1 B)a = ( Ba ) Vr 1 ( Ba ) > 0. 

因此 B ' AMB 半正定，据例 14 的结论，得 

I D | = | H + B f A~ l B |^| H | + | |^| H | , 

等号成立当且仅当即 B = 0( 假如 B 关0,则 B 有一个列向量凡关0于是 

( By ^ BXju ) = = ( Be ,)' A — 1 ( Be ,) = P；A ft >0， 

这与矛盾。因此 B = 0)。 故 

I M |<| A M D I , 

等号成立当且仅当 b = o 0 m 

例 17 证明： 如果 A = U t ) ) 是 《 级正定矩阵，那么 

I A | ^ 如如…‘. （14) 

等号成立当且仅当 A 是对角矩阵。 

证明对正定矩阵的级数 n 作数学归纳法。 
n = l 时， | U ) l = a ，命题为真。 

假设对于 n -1 级正定矩阵命题为真，现在来看 n 级正定矩阵 A = (% ) ，把 A 写成分 
块矩阵 形式： 


6.3 正定二次型与正定矩阵 
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rA^i a 1 

, • 

(X G- rm 

据例 16 的结论，得 

A I < I A„_! I a m , 

等号成立当且仅当 fie =0。 

据例 15 的结论得，正定。于是由归纳假设，得 

I | ^11 a 22 * —1 • n —1 . 

等号成立当且仅当 尔 y 为对角矩阵。 

据例4的结论得，全为正数。 

因此 丨 I ^11 ^22 ** 

等号成立当且仅当 A 为对角矩阵。 

由数学归纳法原理，对一切正整数 n ， 命题为真。 ■ 

例18 证明： 如果 C =( c 1；? ) 是//级实矩阵，那么 

n 

C 丨 2 < XT + …十4 ) (15) 

J = 1 

证明 若 C 不可逆，则 （15) 式显然成立。下面设 C 可逆。令 A = C 7 C ， 则 A 正定。 

rt n 

A ( z ； i ) = C ’ C ( i ; i ) = y ] C / ( z ；^) C (^； z ) = y^ci . 

k^l k=l 

据例 17 的结论，得 

7i n 

I C 丨 2 = | C'C 1 = 1 A |< = XX(A+4 + … +d). ■ 

i = 1 i — 1 

点 评：例 18 的 （15) 式称为 Hadamard 不等式。 


习题 6. 3 

1. 证明： 如果 A ， B 都是 n 级正定矩阵，那么 A + B 也是正定矩阵。 

2. 证明： 如果 A 是 n 级正定矩阵，那么 A 的伴随矩阵 A * 也是正定矩阵。 

3. 证明： 正定矩阵的迹大于0。 

4. 判断下列实二次型是否 正定： 

(1) fixi ， : C 2 ， X 3 ) =5xi +6 工 2 +4^3 ~4xi J：2 一 4 工 2 工 3 ; 

(2) /( Xi ， x 2 ， x 3 ) = 10 j：i +8 xix 2 十 24 xia : 3 十 2 x ! — 28 j : 2 x 3 +XI ； 

(3) ^ x 2 ) = 3 x ? +4^2 +5 ji ：3 -\- A ： Xix 2 _4 t 2 : c 3 。 

5. i 满足什么条件时，下列实二次型是正定的？ 

(1) f(xi * j: 2 jx 3 ) — + 5 j ：3 ^r2txiX2 — 2xi -\~A ： xzx z ； 

(2) fijoi ， x 2 ， 4 +4 j ：2 + 2j ：3 +2^ j ： ix 2 + 2 j : 1 X 3* 

6. 判断 d + / 是否是正定矩阵，其中 / 是元素全为1的 n 级矩阵， a >0; 并且求 
aJ + J 的符号差。 
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7. 证明： 实对称矩阵 A 正定的充分必要条 件是： 有实上三角矩阵 B 并且 JB 的主对 
角元全大于0,使得 A = 

8. 证明： ”级实对称矩阵 A 正定的充分必要条件是，有 mXn 列满秩实矩阵 P ， 使得 

9 . 证明： 《级实对称矩阵 A 半正定的充分必要条件是，有 rX « 行满秩实矩阵 Q ， 使 
得 A = Q ， Q 。 

10. 证明： 如果 A 是 n 级半正定矩阵，那么存在唯一的 n 级半正定矩阵 C ， 使 
得八= 0 2 。 

11. 求 F(x ， y) = 6 巧一工 2 — V 的极值。 

12. 某厂生产两种产品，价格分别为^=4,^=8,产量分别为 Q :， Q 2 ，成本函数为 
aQ ^ QDzQf + ZQiQz + SQ ! 十2。 问： 该厂应如何安排生产，才能使所得利润最大？ 

补充题六 

1. 证明 极分解 定理： 对于任一实可逆矩阵 A ， 一定存在一个正交矩阵了和两个正定 
矩阵，使得 

A ― TSi = S 2 T , 

并且这两种分解的每一种都是唯一的。 

证明 设 A 是 n 级实可逆矩阵，则 A ' A 是正定矩阵。据本章 6. 3节的例7得，存在 
正定矩阵 Si ，使得 

A'A = S ?. 

从而 1 氏。记 T ^ CA ')- 由于 

TT f - [( A ^-' SJCCA ^)-^!]' = ( A ')" 1 Si S / A - 1 = ( A ^^ SfA ^ 1 
=( A ^-' A ' AA - 1 - 7, 

因此： T 是正交矩阵。从上述 A 的表示式得， 

令 SeT & T - \则 SpSi ，从]也是正定亨阵，且 A ^ T ^ T ^ I ^ SA 。 

下面证唯一性。设，其中 T ， f 都是正交矩阵都是正定矩 
阵。贝 !I 

A r A = ( TS ^' CTSj ) = S / T'TSj = S ?, 

A ， A = ifsO'ifSO = Si 
据本章 6. 3 节的例 7 的唯一性得 ， Si 。 

类似地可证 a = s 2 t 的分解也是唯一的。 ■ 

2. 证明： 对于任一 n 级实可逆矩阵 A ， 都存在正交矩阵7\和乃，使得 

A = Ti diag { Ai ，又 2 ，…丄}了 2 ， 

并且 A ?， A _， …，是 A ' A 的全部特征值，且 A t _>0 ，i = l ，2, …， n 。 

证明 据第1题的结论得，存在《级正交矩阵丁和正定矩阵 S ， 使得 A = TS 。 对于 
正定矩阵 s ， 存在正交矩阵 r 2 ，使得 


补充题六 
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其中 A 〗， A 2 ，…， A „ 是 S 的全部特征值，;(,>0，〖=1，2,…， n 。 于是 

A = TT ^ 1 diagUi ， A 2 ， … ， A„} T 2 ， 

令 T ^ tTTV 1 ， 则是正交矩阵，且使得 

A = TidiagUi U 2 ， … ,A„} T 2 . 

由于 A 7 A = ( TS )' ( TS ) = S ' T'TS = S'S = S 2 , 因此 A ' A 的全部特征值是 
Ai ■ 

3. 证明： 几何空间中任一仿射变换可以分解成一些正交变换与沿着三个互相垂直 
的方向的压缩的乘积。 

证明在空间直角坐标系中，设 A 是仿射变换 r 的公式中的系数矩阵。它是3级实 
可逆矩阵。据第2题的结论，存在3级正交矩阵:^，了 2 ，使得 


A ^ T 2 


T , 


'Al 

0 

0 

’久1 
0 
0 


0 0 1 
Ai 0 T 2 

0 a 3 


0 0、 


1 0 0、 


a 0 0 ] 

1 0 


0 A 2 0 


0 1 0 

0 1 

J 


0 0 1 

、 J 


0 0 As 

、 J 


t 2 . 


由于 Ai ， A 2 ， A 3 全大于0,因此上式中间的三个对角矩阵分别代表沿着 X 轴 d 轴^轴方向 
的压缩。从而仿射变换 r 可以分解成一些正交变换与沿着三个互相垂直的方向的压缩的 


乘积。 



4. 证明： 如果数域 K 上〃级对称矩阵 A 的顺序主子式全不为0,那么存在 K 上主对 
角元全为1的上三角矩阵 B 与主对角元全不为0的对角矩阵 D ， 使得 A = B ' DB ; 并且 A 
的这种分解式是唯一的。 


证明存在性。对于对称矩阵的级数 n 作数学归 纳法： 

时，由已知条件 a 关0。因此命题为真^ 

假设对于 n — 1级对称矩阵命题为真。现在来看 n 级对称矩阵 A = (%) 的情形。把 
A 写成分块矩阵的 形式： 


a 1 

A = , • 

CT CL m 

由于 A 的顺序主子式全不为0,因此次-:的顺序主子式也全不为0。对疋^用归纳假 
设，存在主对角元全为1的 n - l 级上三角矩阵玖和主对角元全不为0的对角矩阵 
M ，使得 

据 6. 1节例9的证明得 


从而 



其中6 = 由 （1) 式还可得到 



j 


( 1 ) 


_ 
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I A 


I 


由于 | A | 乒0,因此 6 关0。令 


B 


B , 0 

0 1 


「— A 3 cr — 1 


0 


则 B 是主对角元全为1的77级上三角矩阵，且使得 

0 1 


A 


«-1 


a A 1 


n-^l 


fi — 1 


0 


、— 1 


aA ^ 


■^rr-l 

°、 

ln-l 

— A^a 

0 

b) 

0 

1 

B/D] 

B, 

0v (In 

-l — A 


0 


b 


弋 a — 1 


0 


—i 一 i 


n^l 

0 


A 二 ia 、 

1 


0 w/ Di 0, ( B X 0 


0 


0 b \ 0 


( h~l 

0 


—1 —、 —1 




b^( Di °\ b . 

0 b 


令 


D 


D , 0 


0 b 

t 

则 D 是主对角元全不为 0 的 n 级对角矩阵，且 A = 

唯一性。设还有主对角元全为1的 n 级上三角矩阵 C 与主对角元全不为0的对角矩 
阵 H, 使得 A = C'HC ， 则此式两边左乘 ( CT)— 1 ， 右乘 B- 1 ， 得 

- HCB - 1 • (2) 

(2) 式左边是下三角矩阵，右边是上三角矩阵，因此 （2) 式左右两边都是对角矩阵。由于 H 
是可逆的对角矩阵，从而是对角矩阵。由于 C，B 都是主对角元全为1的上三角矩阵， 
因此 CB - 1 的主对角元都是1。从而于是 C = iB 。 从推出 



5. 设 A 是数域 K 上 n 级对称矩阵， 证明： 如果 B 是 K 上主对角元全为1的 w 级上 
角矩阵，那么 B f AB 与 A 的々 阶顺序主子式相等，々=1，2,…， n。 

证明 把 G 写成分块矩阵 形式： 

( G k Hi 


G 


其中 G 是々级矩阵4 = 1，2,…以一 1 


H； H 2 


(h，0)G 


h 

0 


(八， 0) 


fG, h 

Hi H 


h 

0 


G k 


(3) 


分别把写成分块矩阵的 形式: 


A 


A , F 


F ； F 2 


B 


B k 

0 


Mj 

M 2 


其中 A a ，尽 都是& 级矩阵。 



鲁 
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证明 据 6.1 节例9的结论得 


A a 
a 0 


A (— aA ~ l a ) 


由于 A 正定，因此 A ' 1 也正定，从而对于任意 aGFT 且 ce 关0,有 c / A — 4>0,又有 | A |>0, 因此 


A 


a 


t 


a 

0 


A I i — aA ^ a ) < 0 


■ 


9. 证明： 如果 A =( a t ,) 是 n 级正定矩阵， h ，匕 ，…， 乂是任意 n 个非零实数，那么 
C = U 0 丸)是正定矩阵。 

证明 

C = diag{6i ,6 2 ，…， }’A {6i ， 6 2 ， … ， b n } 

由于 h ，6 2 ，…人都是非零实数，因此 C 二: A 。 从 A 正定可知 C 也正定。 ■ 

10. 证明： 如果 n 级矩阵 A = 都是正定的，那么矩阵也是正 


定的。 

证明 任给 且要证 i / Ca >0。 设 ， c 2 ，…， c „ y 。 

由于 B 正定，因此存在”级正交矩阵 T = Ct tJ ) ，使得 

B — diag {" i ，" 2 ，…， fu } T ， 

其中 ，卜2，…， JJLn 是 B 的全部特征值，它们全大于0。设 T 的列向量组是 ？；1 ，112 ，…， 
小。贝 ! I 

b i} = s - Bsj ^ c - TMiagl ^ i ，/ / 2 »"* ^ n }Tej 

= ij / diag {" i ，卩2 ，… ，…}吒 

=fJLlhitlj +//2 心匕 + … +卩 nt nit nj 


从而 c = {Uijbij ) 

其中 C * = 。于是 


n 


〉 j kjt kj • 


k 


n 


n 


n 


> : fXkP kjj kj ) > 1 ki^ kj ) i 

* = 1 k = l k=l 


n 


n 


n 


n 


aCa = y ^ jaC k a =22 2%"^ c 


k=i 


i 



n 


n n 


令 


S "*「2 ^ Ci^Ukjc 

k^l i = 1 j = 1 

Sk = c l f ^k2 c 2 ，“ •，’ Jtn C rt ) 


则 aCa : 

假如对于 A = l ，2, …，《，都有 表 =0,则 


n 


^^ k ( S ： AS k ). 




r t\\ Cl 

t\Z C 2 

… t\nC n ^ 


0 、 

t2\C\ 

^22 C 2 

… t 2n c n 

—T 

c 2 

• 

m 

• 

# 

# 

• 

m 

: 

德 

畢 

• 

t n \ C\ 

< 

^nZ C 2 

… t m c n 

J 


0 C n 

V / 


补充题六 • 357 • 

由于丁可逆，因此 — a = 0 矛盾。于是存在 me {1，2, …， w }， 使得 

S m 9 ^ 0 o 由于 A 正定，因此 

SjAS m 0 ； Si AS k > 0 ,当々矣 m. 

n 

从而 aCa = ^^. kidkASk ^ >0. 

A — 1 

因此 C 正定。 

11. 设 A 是元素为 0 或 1 的 nXm 矩阵，且 

r x X X ••• A 

A r 2 A •" A 

• • • • 

• • • • 

» •攀 « 

A A A r n 

其中 ， z ’ = 1，2 ，…，7?。 证明： n<m 0 

证明 




r x — A 0 0 0 

0 r 2 — A 0 … 0 

攀 ♦ ♦ « 

♦ • • m 

• • • • 

0 0 0 *•* r n — A 

由于 n—A>0 ， f=l ， 2, … ， n ， 因此上式右端的第 1 项是正定矩阵。由于 A>0, 因此 AJ 是 
半正定矩阵。从而 AA' 是正定矩阵。因此 |AA'| 关 0 。 于是 ranWAAl^n 。 从而 
rank(A ) = «。 由此推出 w </ n 。 ■ 

12. 设 A 是 n 级可逆实对称矩阵， 证明： A 是正定矩阵当且仅当对一切 w 级正定矩 
阵 J 3, 有 tr ( AB )>0。 

证明必要性。设 A 是 72 级正定矩阵，任取一个 w 级正定矩阵 B ， 据本章 6 . 3 节的例 
5 得，存在一个 W 级可逆矩阵 C ， 使得石二广匚。于是 

tr ( AB ) = tr ( AC ' C ) = tr ( CAC ，） 

由于 A 正定，因此 04 <^也正定。据本章习题 6 . 3 的第 3 题得， tKCACqX )。 从 
而 tr(AB)>0 。 

充分性。由于八是72级实对称矩阵，因此存在 w 级正交矩阵了，使得 

A = T _1 diag { Ai ， A 2 ，…， A „} 丁， 

其中 A! ， A 2 ， … ， A„ 是 A 的全部特征值。由于 A 可逆，因此 1#0 ，纟 ==1 ， 2 ，一， ?2 。 下面来证 A, > 0 , 
i = l ， 2 , …， w 。 令 

Bit) — 丁 _1 diagU ， …山 1 i}T, 

第汁 

其中£> 0 ,则 B ( i ) 正定。据已知条件，得 

0< tr(AB ⑴） = trCACT^diagi ，，… 山 1 山 … ,r} T]) 

= tr ([: T—MiagUi ， … ， A n }T][T _1 diagU ， "_ ，，， 1，，，… “} T]) 

= tr(diag{Ai “… ， U ， … ,A„i}) 

—Ai + ^ j • 

j 关 i 
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令 t —^ o ，得 


A , ^ 0. 

由于1^0,因此; U >0。 由于 i = l ，2, …， n ， 因此 A 的特征值全大于0,从而 A 正定。 ■ 

13. 设正整数 满足： 

v^>k^>A^>0,n = k — A jXv = k 2 — n. 


设 M 是元素为 0 或 1 的级矩阵，且 M 的每一行恰有々个元素是 1, M 的每两行的内积 
为 A 。 令 证明： 

(1) H = n I + AJ ， 其中 I 是^级单位矩阵， J 是元素全为1的^级矩 阵； 

(2) 在有理数域上， H 二 J ; 


(3) 在有理数域上 

(4) 在有理数域上 

(5) 在有理数域上 

证明⑴ 


r H 
A 1； 



0 

久一 Am 


fnl+Xj 

Al ； 







H 



… A 〕 

=ik — A) I + Aj — nl -\- Xj. 

« 

… k 


(2) |MM，I =( 卜 A” 一 W+AO—1)] 〉 0. 

从而 1 M 1 关0。于是 M 可逆。从得出，在有理数域上， H 二7。 


(3) 从 6. 1 节例 9 的证明过程看出，在有理数域上 


其中由于 







0 


因此在有理数域上 x I 

由合同关系的传递性得，在有理数域上 



^ H Al v 

f 

AlJ A 

% > 

r 

\ 



❶ 


0 

a mi 




(nl+Xj 

AlJ 


kly ] ① + (_U) • ② 

A 


nl 

AlJ 


0、 /Til 

A / ® + ( D (- i.r ( 0 



于是 


补充题六 
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I — 1 

0 1 


V 


(nl -\~Xj A 1^1 


AlJ 


A 


0 


—1: 


nl 0 

0 A 


因此在有理数域上 


十人 7 Alp 


AlJ 


A 


nl 0 

0 A 


( 5 ) 由第 （ 3 )、（ 4 ) 小题得，在有理数域上 


nl 0 

0 A 


0 


0 


由于 = 因此 


—i 


vo 从而 


^ r _ r-l 1 

v ^ ^ i v 


\UMM f T l l v = - ( 々 DU) = k~ z n 


因此 


A — A 2 ljH™ 1 1^ = A — X 2 hT 2 v = A[1 — k~ 2 (k 2 — w)] = Xk^ z n 


又有 


I 0 
0 k 


/ 


0 


0 

kT 2 Xn 


I 0 
0 k 


I 0 

0 nX 


因此在有理数域上 


nl 0 
0 A 


I 0 

0 nX 


■ 


14 . 设 A 是实数域上的 mXn 列满秩矩阵， 证明: A 可以分解成 

A = QDT f 9 


( 9 ) 


其中 Q 是列向量组为正交单位向量组的 mX / 2 矩阵； D 是 n 级对角矩阵，其主对角元 1 ， 
A 2 ，…， A „ 都为正数，且 A ?， A ! ，…，是 A ' A 的全部特 征值； 了^(屮，帘 ，… ，屮）是 w 级正交 
矩阵，作是 A ' A 的属于特征值的一个特征向量 ， i = l ， 2 , …， n 。 

证法一由于 A 是列满秩矩阵，因此据 4 . 6 节的例 5 得， A 可以分解成 


A = QiR , 


( 10 ) 


其中 Q 是列向量组为正交单位向量组的 mXn 矩阵 ，只 是主对角元都为正数的 rz 级上三 
角矩阵。据补充题六的第2题得，存在 n 级正交矩阵和 T 2 使得 

R = 7\ diag { Ai ， A 2 ，…， A „} 了 2 ， (11) 

其中 W ， A 〗， …， 是 R ' R 的全部特征值，且 A f >0 ,i = l ，2, …， / z 。 于是 

A = Qi T } diag { Ai ， A 2 ，…， } TV 
记 Q~Qi Ti ， 1) = diag{Ai ，义 2 ， … » A «} ， T ' = 了 2 ， 则 

A = QDT \ 


( 12 ) 


由于 


Q'Q = CQiT.YCQrTO - T ； Q ； Q 1 T x = T ^ T , = I n 


因此 Q 的列向量组是正交单位向量组。由于 

A’A = { QDT f YiQDT f ) - TD f Q f QDT ’ = TD 2 T ， 

因此由此看出， A ?， A !， …，是 A ' A 的全部特征值，且： T 的第 j 列仏 

是 A ' A 的属于特征值 A 〗 的一个特征向量 ， j = l ， 2 , …，《。 
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证法二由于 A 是 mX ” 列满秩矩阵，因此据习题 6.3 的第8题得， A ' A 是 n 级正定 
矩阵。从而 A ' A 的特征值全为正数。设 A ' A 的全部特征值为 A ?， Ai ， …， A 2 „ ，其中1>0, 
/=1，2,…，”。由于是实对称矩阵，因此存在正交 矩阵了 =(叩 ，帘， …，卟），使得 

T 1 (A / A)T-diag{A? ， A^ … ， A=}. (13) 

于是 A'A = : TdiagUf，Ah … ， ; U}T ， • (14) 

对于任意一个列向量组为正交单位向量组的 mXri 矩阵 Q 都有 Q'Q = L。 从而 

A'A = Tdiag 仏， A2 ，… ，A„ }Q’Qdiag{Ai，A 2 ， … ，A n }丁' 

=[ QdiagU ! ，入2 ，…， A „} TUQdiagUi ， A 2 ，…， A „} T ']. (15) 

想选取一个合适的列向量组为正交单位向量组的 mXn 矩阵 Q ， 使得 

A = Qdiag{Ai ， A 2 ， … ，又 „ } 了 ’ . 

记 D = diag { Ai 山，…，又丄 


列向量组为正交单位向量组的 mXn 矩阵 <3 = (1，Y 2 ，… ，y„) 满足 A = QDT f 

> AT = QD ， 且 Y'iYj = dij “.，j = l ，2 ，_••，” 

> ( A”i ， Ai | 2 ，…， Aij n ) = ( A1F1 ，入 2^2 ，… U „ V n ) 

且 Y : F)= & ，D = 1，2, …， 7 z 


Yi 


Xi 


Ar \ i ，< = l，2，“.，w， 且 Y\Yj = dij ，/ ,7 = 1,2, 




n. 


从 （ 13 ) 式得 


% 、 



XI 0 

» 

• 


• 

• 

w 

• 

0 XI 


■ 

_ 

fin 

\ m J 


A ' ACij ! , 1/2 


，卟） 


于是 


i/iA'Aiji ij 2 A / Ai ；2 … 

參 争 

攀 争 

• m 

tj n A f Aii 2 


” 2 A f Aij n 

■ 

攀 

r\ n A f Ar\ n 


y \ y , 


JU 


tl i A f Ai\ j = da 


t 


1，2, 


_ •攀 


n. 


从而只需选取0=(1^ 2 ，_“，1^)，则 Q 是列向量组为正 

Ai 


交单位向量组的 mXn 矩阵，且使得 

A - QDT\ ■ 

15 . 设 A 是 mXn 实矩阵，证 明： A 可以分解成 

A = QDT\ ( 16 ) 

其中 Q 是列向量组为正交单位向量组的 mXn 矩阵； D 是主对角元 Ai，A 2 ，…， A„ 全为非负 
数的 n 级对角矩阵，且 A?，A〗， …， A〗 是 AVI 的全部特 征值；了是 n 级正交矩阵，它的第 j 
列卟是 A'A 的属于特征值 A〗 的一个特征向量，）=1，2,… ， W 。 
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证明由于 A 是 mXn 实矩阵，因此 A ' A 是”级实对称矩阵。由于对任意 ceGR ”， 有 

a / (A / A)« = {AaY{Aa) = I Aa | 2 ^ 0 . 

因此 A ' A 是半正定矩阵，从而 A ' A 的特征全非负，把 AM 的特征值记作 A ?， A 〗， …， A 〗， 其 
中…，/2。则存在 n 级正交矩阵了 =(印 ，卟 ，…，卟）使得 

: T 1 { A f A ) T = diagU ?， A ■，… ， A :}. (17) 

于是了的第 j 列％是 A ' A 的属于特征值 A 〗 的一个特征向量。 

设 rank ( A )= r 。 由于 A 是实矩阵，因此据 4. 3节例3得 

rankCA ^) — rank ( A ) = r . 


于是在 （17) 式中可设 A ; >0 ，f = l ，2, 
，取 


« • • 


; A >=0 ，j = r +1， …， n 。 类似于第15题的 



从 （17) 式得 


y = 


1，2 


diag { A ?， A $ ，…， V ，0 ，… ，0} 








n 


A ^ Ciji ，?| 2 ，… ， i ;„) 


ijiA'Aij! 

… i/i A^Aij 

tj 2 A'Ai|i 

• 

■ 

… i; 2 A’Aij 

_ 

垂 

■ 

• 

t\ n A f Ar\ x 

w 

• 

… ti„A f At\ 


n 


(18) 


由此得岀，当 i，j = l ，2, …， r 时，有 



a ； a ^ 


= = dij . 

这表明 1 ，…， l 是正交单位向量组，把它扩充成含《个向量的正交单位向量组 I ， 

IVhi ，…，， 令 


Q = 


( Vi ， V 2 , •••，！％ "…， Y „)， 


贝 !l Q 是列向量组为正交单位向量组的 mXw 矩阵。 


从 （18) 式还可得出， 

= 0， j = r + 1, *** , n . 

由此得出， A ? j ,=0， j = r +1， …， n 。 于是 

(Arii ， A?j 2 ， … ， A?|„) = (AiYi ， A 2 ^2 ， … ， A r F r ， 0,… ， 0) 

= ( Y l 9 Y 2 jY r ,1"^ ，-•- , y „) diag { Ai ， A 2 ，… ， A r ，0 ，…， 0}. 

从而 AT =^ QD , D ^ diagUi ， A 2 ，…， A r ，0 ,…， OK 

因此 A = QDT f . m 

点 评：第 15 题中 mXn 实矩阵 A 的分解称为 A 的奇异值分解，其中 D 的非零的主 
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对角元 A :， A 2 ，…， A ,. 称为 A 的奇异值。实矩阵 A 的奇异值分解在生物统计学等领域中有 

应用。 

16. 设 A 是 n 级实对称矩阵，证 明： 

(1) 如果 A 是正定的，那么 

a,A - 1 叫 VaeR ' (19) 

其中1„表示元素全为1的 n 维列向量； 

(2) 如果 A 是半正定的，那么 A 有一个广义逆 A 、 使得 

( aA ~ a )( l；A 1 J ^ (1; AA - a ) 2 . (20) 

证明 （1) 由于 A 正定，因此 / T 1 也正定。于是存在 n 级实可逆矩阵 C ， 使得 
A 1 = C / C :。 于是 A = C - nc - i )'。 在 R ” 中指定标准内积。任取 a 6 R % 有 

a A ~ l a = aCJCa = ( Ga ) / ( Ca ) = | Ga | 2 

I (( T 1 )]” I 2 I Ca I 2 ^ [(( C ^/ IJ ' O ^)] 2 

— I ( m 」 2 ^ 〆 (( m ^ m 1 )%) 

_ ( l ： C - ] Qi ) 2 _ (1：«) 2 _ ( \ 2 

- i ： c ~ i ( cr i yi n - i ； ai ； - • 

(2) 由于 A 半正定，因此其中 r = rank ( A )。 于是存在 n 级实可逆矩阵 

\0 0 / 


P ， 使得 A …;； y 从而 A 有一个广义逆 A - 为 


A 


P 1 1 Ir 0 、 (p，)- 1 
0 0 


P 1 ( Ir 
0 0 


于是 A - 也为半正定矩阵。记，其中 h 有「列。则 


A — = CP l , P 2 ) 


r 


：)(k 


p , p /. 


于是 


A 


A = AP ! P / A . 


由于对任意 ceeR " ，有 

a A ~ a = aP \ P\a = ( P / a ) / ( Pi / a ) = | P/a 1 2 * 

1„ A 1„ = \ ： AP,PiA\ n = ( P / AIJ ^ P/AIJ = I P(Al n I 2 , 

因此对任意有 

(aA~ a )( l M AlJ -| Pla I 2 I PlAl n | 2 

^[( P / AlJ ^ P / a )] 2 

二 ( l ^ PiP / a ) 2 - (1； AA - a ) 2 . ■ 

点评：在第 16 题的 （1) 和 （ 2 ) 中都用到了 4 . 3节例10的 Cauchy-eyHHKOBCKuii 不等 
式。如果先证明第 （2) 小题，那么可以立即得到第 （1) 小题的结论（因为此时 A -= AH )。 


应用小天 地：二 次曲面的类型 
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应用小天 地:二 次曲面的类型 


在空间直角坐标系 Oooyz 中，二次方程 

a\\x 2 + d2iy 2 + “33 之 2 + 2^12x3^ 2 a\^xz -f- 2 a 2 zyz -\- 2 a\x -\- 2 azy 2 a 3 z a 0 = 0 ^ 

( l ) 

其中 ^11 * ^33 >^13 ? ^23 不全为0,表示的图形称为二次曲面。 

二次曲面有且只有多少种？我们来讨论这个问题。 

任取一个二次曲面 S ， 设它的方程为 （1) 式。首先作直角坐标 变换： 


， JC 、 


f X 、 



y 

= T 

长 


(2) 

z 

、 y 


姊 

Z 




使得在直角坐标系 v ^中， s 的方程不含交叉项。为此把 （1) 式中左端的二次项 
部分 

f{x 9 y 9 z) = a X ix 2 + a 22 y 2 + a^z 2 + 2a^xy + 2a u xz + 2a zz yz 

经过适当的正交替换 （2) 化成标 准形： 

f{x,y,z) = an x* 2 +a/ 2 / 2 +a/ 3 / 2 . (3) 

此时， S 的方程成为 

+<222 y * + a 3 * 3 z * 2 + 2 a { x * + 2 ai y * + 2 a 3 * / 十 a : = 0. (4) 

情形 1 的秩为3。 

把 S 的方程 （ 4 ) 先配方，然后作移轴，可以使 S 在直角坐标系 S 无中的方程为 

o-n £ + a 2 *2 夕 2 十 芝 2 = a 0 . (5) 

情形 1. 1 /( x ，： y ， s :) 的正惯性指数为3。此时对 应于〜 >0，^<0，屯=0三种情形， 

方程 （5) 分别 成为： 

2 2 2 

[1] ^j + ^Y + ^j = l,(a>0,b>0jC>0 ) ； 

L ? C 

2 2 2 

[2] ~F + + = _ 1 ， ( a ^>0 ，6〉0 » c ^>0)； 

c 

2 2 2 

^*• 9 * Aw 一 - 

[3] ^ + 合 + ; = 0，( a >0,6>0， C >0)， 

a b c 

它们表示的图形分别称为椭球面，虚椭球面（无轨迹），点（重合的 8 个点），统称为椭球 

面型。 

情形 1.2 /( AW 幻的正惯性指数为2,负惯性指数为1。此时不妨设4>0, 

^ # 2 >0，“ 3 <0(否则，可以作转轴，使得在新的直角坐标系中，3的方程的无 2 ，/的系数大 

于0)。对应于屯>0，仏<0，屯=0三种情形， S 的方程分别成为 

2 2 2 

1 ^^ 

[4] — ~ = 1， ( a >0 ，6>0 ， c >0) ; 

a o c 
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[5] 

[ 6 ] 


2 


2 


L 丄2 




2 


a 


2 


j 

X 


2 


a 


2 


b 2 




c 




—1 ， （ a >0，6>0， c >0) 


c 


0，（ a >0,6>0， c >0)， 


它们表示的图形分别称为单叶双曲面，双叶双曲面，二次锥面。前两种统称为双曲 
面型。 

情形 1.3 /(心>幻的正惯性指数为1，负惯性指数为2。此时可在方程 （5) 两边乘 

_1，转化为情形1.2。 

情形 1.4 /( x ，： y ， 幻的正惯性指数为0,负惯性指数为3。此时可在方程 （5) 两边乘 

—1，转化为情形1.1。 

情形2 /( x ， y ， z ) 的秩为2。 

情形 2. 1 /( x ， y ， z ) 的正惯性指数为2,此时不妨设 d >0， a 2 * 2 >0。 把 S 的方程 (4) 

经过配方，移轴，在新的直角坐标系中， S 的方程成为 

an 3£ 2 + a 2 * 2 ^ + 2a 3 * z* + d 0 = 0. (6) 

情形 2 . 1.1 此时经过移轴，在新的直角坐标系0:^5^中， S 的方程成为 

an x + a 2 2 y + 2 as z = 0, (7) 

若 W <0,则方程 （7) 可以写成 

〜 2 〜 2 

[7] ^r + ^^2 z 9 ( p >0, q >0), 

P 9 

它表示的图形称为椭圆抛物面。 

若 a / >0,则作关于 xO x y 面的反射，可以转化为上述 < <0的情形。 

情形 2 . 1.2 a ； = 0,此时对应于屯 <0,屯>0,屯=0三种情形， S 的方程 （6) 分别 

成为 

〜2 〜2 

[ 8 ] + 


[9] 



=一1，（“>0,6>0); 


2 2 

[10] 令 + 旮 = 0， u >0,6>0)， 

a L b L 

它们表示的图形分别称为椭圆柱面，虚椭圆柱面(无轨迹），直线 （4 条重合的直线）。 

情形 2. 2 / Or ，> 幻的正惯性指数为1。此时 /( x ，> 幻的负惯性指数为1，不妨设 

an>0,a ； 2 <0 o 类似于情形 2. 1，经过配方，移轴， S 的方程可分别成为 


2 


[11] 

X - 

P 

Q 

2 z , ( p >0， g >0); 

[12] 

2 

X 

a 2_ 

2 

1 = 

b 2 

l ,( a >0,6>0)； 

[13] 

2 

X 

a 2 " 

2 

- S -= 

b 2 

0,( a >0,6>0). 
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[11] 表示的图形称为双曲抛物面（或马鞍 面）； [12] 表示的图形称为双曲 柱面； [13] 表示的 

〜2 〜2 

图形是一对相交平面。（注 ：方程 fr —| r = — 1的情形，经过绕5轴旋转可转化为 

〜2 〜2 

条一备=1的情形 J 

情形 2_3 /( x ，： y ， 2 ：) 的正惯性指数为0,此时 /(： r ，： y ， 2 ；) 的负惯性指数为2。把方程 (6) 
两边乘一 1，可转化为情形2，1。 

情形 3 /(*2：，3；，5：)的秩为1。此时不妨设4关0。经过配方，移轴，在新的直角坐标 

系 Oxy * ，中， S 的方程可以成为 

a A x + 2al y* + 2a 3 * 之 * +d。 = 0. (8) 

情形 3. 1 a 2 * 不全为0,不妨设 a / #0。此时 S 与 ： y * Qz * 面的交线 Z 为 

f 2az y* + 2a 3 # z * + d Q — 0, 

= 0. 

绕王轴旋转，使得 y 轴旋转到 S 轴，其中$轴与直线 Z 垂直，此时^轴旋转到£轴， Z 的 
方程成为 


y —— 6 = 0， 

= 0. 

于是在直角坐标系 025 ^中， S 的方程成为 

O-u X 2 k{y — b) = 0, (k ^ 0). (9) 

再作移轴， S 的方程可成为 

[14] £ =2py,<ip^0 ) , 

它表示的图形称为抛物柱面。 

情形 3.2 < =< =0。此时对应于屯与 d 异号、同号，以及屯=0三种情形， S 的 

方程 （8) 可分别 写成： 

[15] x =a 2 , (a>0) ； 

[16] x = — a 2 , (a>0 )； 

[17] 2 ― 0 ? 

它们分别表示一对平行平面，一对虚平行平面(无轨迹）， _ 对重合平面。 

综上所述，二次曲面有且只有上述17种，其中[1]，[2]，[3]统称为椭球面型；[4],[5] 
统称为双曲 面型； [7]，[11]统称为抛物 面型； [6] 是二次 锥面； [8]，[9]，[10]，[12]，[13]， 
[14]，[15]，[16]，[17]统称为二次柱面型。 

椭球面，单叶双曲面，双叶双曲面，楠圆拋物面，马鞍面的图形可以参看《解析几何 （第 
二版）》（丘维声编）的第93〜97页。 



习题答案与提示 


第1章线性方程组的解法 

习题 1. 1 

1. (1) (2, 一 1，1); (2) (1， 一 2,3)； (3) (2, 一 1，1， 一 3) ； 

(4) (5,—2,1) ； (5) (一8,3,6,0). 

2. (1) 给 Ai ， A 2 ， A 3 分别投资■|，|~，7.5千元。 

(2) 相应的线性方程组的解是（一5，10,5)，单位为千元。因此投给 A 3 的钱不能 
等于投给 A : 与 A 2 的钱的和。 

3. (1) 有无穷多个解 ，一 般解是 

尤 1 — ^3 —工4 — 3 , 

^2 = X 3 + X 4 — 4, 

其中 - r 3? - X 4 是自由未 知量； 

(2) 无解； 

(3) 有无穷多个解，一^般解是 

工1 

J：2 

其中 X 3 是自由未知量。 




习题 1. 2 

1. 原线性方程组有解当且仅当《=—1，此时它的一般解是 


JCi 




工2 



其中工3是自由未知量。 


2. 原线性方程组无解当且仅当|~;当# — 时，原线性方程组有唯一解。 
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3. (1) 原线性方程组有唯 一解： 

(2) 把第3个方程改成 x —吻= 3,则新方程组无解。（这个小题的答案不唯一。) 

4. 原线性方程组有解当且仅当 a =_2。 此时，它的一般解为 



"X\ — — 3 j ： 3 — 2 , 

Jx z — 2 jc 3 十 5, 




10 , 


其中: C 3 是自由未知量。 

5. 原线性方程组有解当且仅当 c = 0 且^ = 2。此时它的一般解为 

= 工3+ 工4十 5 x 5 —2， 


X\ 


X2 — _ 2 o ：3 — 2 x 4 — 6 jc 5 十3, 
其中 fX 4 ,Xs 是自由未知量。 

6. 不存在二次函数，其图像经过点 P 、 Q 、 M 、 iV 。 

7. (1) 有非零解。它的一般解是 




■r 4 


oci 


2 


sc 4 


其中:^ 4 是自由未 知量； 
(2) 有非零解，它的一般解是 


工3 = 

= 3 x 4 


55 

工 1 = 

= 4 产 


10 

工2 - 

— 41 4 ， 


33 

x 3 = 

= — 41工 4 


其中: r 4 是自由未知量。 

8. 总利润的最大值为 1. 85千元，此时投给 A :， A 2 ， A 3 的钱分别为0,5,5(千 元）； 最 
小值为 1. 7千元，此时投给 Ai ， A 2 ， A 3 的钱分别为5,0,5(千元）。 


习题 1.3 


1. 类似于例1的证法。 

2 . 按照数域的定义验证。 


第2章行列式 

习题 2.1 

1. (1) 6 ，偶； （2) 11， 奇； （3) 15, 奇； （4) 21， 奇; 
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(5) 28, 偶； （6) 36, 偶; 


2 . 


门 ） (n 一 1) in 一 2) 
⑴ 2 


⑺ 0，偶; 

(2) n — 1. 


(8) 15, 奇； （9) 18,偶。 


3 . 依次是（6,2)，（5,2)，（3,2)，（2，1)。（答案不唯一，但必定是偶数次。) 

4 . (1) k —1 个； （2) 72 —々个。 


5. (1) 11; (2) 0； (3)0. 

6. 方程组的系数行列式的值为23,因此有唯一解：（2,一 1)。 

习题 2.2 


1 - ( 1 ) < 214 ^ 23 ^ 32^41 ? 

(2) (― l) {n 1>2< " a \ a 2 m 99 a n ^\ a n ； (3) ( — i ) r<43215) i • 2 • 3 • 4 . 5 = 120。 

2. (1) —49; (2) 103 ； (3) au «22^33 ; (4) c { aib 2 ) 0 

3. 0 . 

4. n 阶行列式的反对角线上 《 个元素的乘积这一项所带的符号为 

(―1 产 ( rl ) … 21) = D ^ T 11 ^ 

于是当 w = 4 々或 4 k + 1时，这一项带正号；当 w = 4々 + 2 或4^ + 3时，这一项带 

负号。 

5. 这个行列式是^的4次多项式，: r 4 项的系数为5，/项的系数为一4。 

6. 提示 ：| A | 的完全展开式中每一项或者等于1，或者等于一 1。设有6项等于1，则 
有 （ n ! —々)项等于一1。 

习题 2. 3 


1. (1) 8; (2) 4 (3) 155； (4) 160. 

n 

2. (1) [a+(n—l)](a —1)^1 ; (2) (—l)^ 1 ^ 1 

i = l 

3 . (1)、（2) 都参看本节典型例题中例 3 的证法。 

4 . ( 1 ) ai —a z bz —a 3 b 3 — —a n b n ； 

(2) 当时，行列式的值为0 ;当 n = 2 时，为（〜 一 a 2 ) (6 2 — 6】 ） ；当 n=l 时，为 

(2 i 。 

习题 2 . 4 


1. (1) —726; (2) -100； 

(3) (A — I) 2 (A —10) ; (4) (A — 1)(A — 3) 2 . 

n 

2. ( — IV - V ”一1)! （提 示： 先把第2,3,…， n 列都加到第1列上。) 

i' = 1 

3 . 1 丄 {ai —aj) 0 

l«i<n 
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4. D n =^( n + l ) a \ 

5. 原方程的全部根是 a \ ， a 2 ，…，^一工。 

6. —2( 〃一 2)! (提 示： 把第1行的 （一1) 倍分别加到第2,3广.，；2行上。) 


D 


n 


X 

: V 

y 

•魯 • 

y 

z 

X 

y 

_ • » 

y 

z 

♦ 

# 

善 

z 

# 

畢 

X 

• 

擊 

• 

争# « 

y 

m 

m 

_ 


0 + y 
0十: y 
0 y 


z z z ••• z 0 + 3 ; 

之 z z ••• z (j ： —— y) -\- y 

= (工一 y)D ri -^i + yix — z) 7 ^ 1 (n ^ 2)* 


设是《级矩阵 A 的行列式，则 | A '| = | A | =D„ 0 对 I A '| 运用刚刚证得的结果，便 

得到 


D n = \ \ ~ (x — z)D n - i + zix — ： y ) n - 1 {n ^ 2). 

解得 


Dn = yU - zr ~ zU-yr ( ^ 

y —— z 

易验证上式对于 n = l 时也成立。 

_ , _ . n(n—l) 77 1 . 

8, 一 1 . 


9 - (1) ” = 1 时为 l+AA ; n ^ 2 时为 （a — x 2 )(^i — yz ) in ^ 3 时为0。 

(2) n \ (1+ Z + 音 + ••• + 丄） 

d 1 

10. (丄一写 ~ ^ (提 示： 把第 j 列提出公因子 a ,— 山 • = 2，3 ,… j ).) 

11 3« +1 — 2" +1 。 （提示 ：类似 于本节典型例题的例6的解法。） 

12. 先按第 1 列展开，得 

D n = ( I + x 2 ) D ^! — x 2 D „— 2 ， {n ^ 3) 

由此得岀 

= x 2 ( D^j — D „— 2 ) ， {n ^ 3) 

因此 D n — D „_! = ( D 2 — DiX ^ c 2 )^ 2 = x ln , (n ^ 3) 

解得 D n = l + f 十/十… +，. 3) 

显然当 w = l ，2 时，上式也成立。 

13 - IT (々 一 a )。 （提 示： 直接利用本节典型例题的例 io 的结果。） 

H 先按第 n 列展开，得 


从而有 


= (1 — a „) D^i + aJD — ， (n ^ 3) 


D n — = (— 1 广 9 ^ a A a 3 ( D 2 — A ) ， (n ^ 3) 
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习题答案与提示 


因此当 n >3 时， 

D „ = 1 ~ ai + a x a 2 — a \ a 2 a z + ••• + (— l ) n a 1 a z a 3 
上式当 n = l 9 2 时也成立。 

习题 2. 5 


1. 有唯一解。 

2 . 有唯一解。 

3. 有非零解<=> A =1 或 A = 3。 

4. 有非零解<=> a = l 或6 = 0。 

5. 当且6关0时，有唯 一解； 当 a = l 且6 =+时，有无穷 多解; 


当且6 关+时 ，无 解； 当6=0时，无解。 

6. 当且6关0时，有唯 一解； 当6 = 0时，有无穷多 个解; 

当 a = l 且 b 关 0 时，无解。 

习题 2.6 


1. 154. 

2 . 


ail 

* 

… a lk 

• 

• 


bu 

• 

♦ 

… blr 

m 

_ 

零 

争 

a k\ 

• 

… a 敁 


_ 

b r l 

• 

… brr 


n —2 

3. (1) 11^!； 

1 


n ^2 

(2) U — 1)1[左!. 

k=l 


第3章线性方程组的解集的结构 

习题 3.1 


1. (1) (0,0,0,0)’ ； (2) (0,0,0,0)’. 

2. y =( — 21，7，15，13)。（提 示： y =3/ J -2 a 。） 

3. (1) fi =2 ai — a 2 — 3 a 3 ，表示方式唯一； （2) 办不能由 cn ， a 2 ， cr 3 线性表出； 

(3) —flti —5< x 2 ，表示方式有无穷多种。 

4. 提示： 线性方程组: r iai + x 2 cr 2 +： r 3 a 3 +： r 4a4 =ir 的增广矩阵已经是阶梯形矩阵， 

从而看岀此方程组有唯一解。把增广矩阵化成简化行阶梯形矩阵，得出 

a = (ai — a 2 )ai + ia 2 — a 3 )a 2 + (a 3 — a 4 )a 3 +a 4 a 4 . 

5. 提示： 利用典型例题的例 4 的结论。 

6. 提示： 去证对于加法和数量乘法都封闭。 

7. 提示： 利用典型例题的例6的 （1) 的结论。 
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习题 3. 2 

1. ( ；0不对。对于年0了个向量组，系数全为0的线性组合都等于零向量。 

( 2) 不对。仅一纟 i 未: 4; 0的数不够，应该是对年寧了寧不全为 o 的数 k '， …， k s 
都有 + … + tcr s #0, 向量组的，•••，《,才是的。 

(3) 不对。例如 ， cci = (1 ，0, 1)， ct 2 = (2,0，2) ， ct 3 = (0 ，1，0)。由于 2 cti — 0,2 + 0 a 3 = 0 9 
因此 a 〗， a 2 ，< z 3 线性相关。但是 a 3 不能由％ ， a 2 线性表出。 

2. (1) 线性无关； （2) 线性相关 ， cpi = — a 2 ~~ a 3 + a 4 ; 

(3) 线性相关，阶=3奶一 2 a 2; (4) 线性无关。 

3. 提示： 设 《 1 ，《 2 ，^ 3 ，<* 4 6尺 3 ，去证方程组0： 1 « 1 +：*： 2 « 2 +0： 3 叱+:?: 4 11 4 =0有非零解。 

4. 线性相关。（提 7 K : 直接观察可得 ( Cfi + Cf 2 ) — («2+奶）+ (<»3+«4) — ( Cf 4+ ai ) = 0。） 

5. 线性无关。（提示：利用本节典型例题的例2的结果。） 

6. 线性相关。（提 示： 利用本节典型例题的例2的结果。） 

7. 提示： 利用本节例2的结果。 

8. 提示： 利用本节例2的结果。 

9. 提示 ：用第 7 题的结果。 

10. 线性无关。（提示 ：利用 本节例2以及习题 2.3 的第1题第 （4) 小题的结果。） 

11. 向量组 flfi ，<*2，<*3线性相关 < 、 a = 

12. 提示： 类似于本节典型例题的例9的证法。 

习题 3.3 

1. fifi ， a 2 是 flfi ， a 2 ， a 3 的一个极大线性无关组， rank { ai ， flt 2 ， c ? 3 } ^2 0 

2 . a :， cr 3 ( 或 a 2 ， a 3 ) 是 cti 南， a 3 的一个极大线性无关组， rankfc ^， a 2 ， a 3 } = 2。 

3. (2) ， ce 2 ， a 4 ， cr s 是 ai ， a 2 ， cf 3 ，<»4， a 5 的一个极大线性无关组。 

4. 提示 ：充分 性用克莱姆法则立即得出。必要性用本节典型例题的例5的结果可得 
flEl ， flf 2 ，•••，《„ 线性无关。 

5. 提 示：设 a tl ，…， a im ，…， A ; 分别是 cti ，…， a s h ，…， p r 的一个极大线性无关 
组，则 ai ，…， a s ， p ! ，…， p r 可以由，…，气_，&，…， ft t 线性表出。 

6. 提示： 由于咚可以由，…，唯一地线性表出，因此&，…， ai 线性无关。 

7. 提示 • fii ， fi 2 ， fi 3 是灼 ， fi 2 , fi 3 ， fi 4 一 个极大线性无关组。 r 

8. 提示： 只要去证％，％，…，可以由丨#…仏线性表出。 

9. 提示： 只要证 6,72, …， I 线性无关，可利用本节例 11 的结果。 

10. 提示： 由已知可证 cr , 可以由 ai ，…，线性表出。 

习题 3.4 

1. K 4 的两个基可分别 取成： si ，心，《3 ， e 4 ;例 5 中的 a !， a 2 ， flf 3 ，《?4。 

2. 提示 ：利用 行列式去证印，取 ，…， 1|„线性 无关。 

3. (1) 是； （2) 是； （3) 不是。 

4. a = ( q ， a 2 ， a 3 /的 坐标为 
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2 


~^ a2 + + !T a 2 — 7T a 3 ， 一 TT a i + 


S . 提示： 类似于定理 1 的证明方法。 


习题 3. 5 

1_ (1) 秩是3;第1、2、3列构成列向量组的一个极大线性无关组； 

(2) 秩是2;第1、2列构成列向量组的一个极大线性无关组。 

2 . (1) 秩是 3， ai ， a 2 ， cf 3 是一个极大线性无 关组； 
dim < ai ，<* 2 ， flf3 » a 4 )=3 ,ai , a z ， a 3 是一个基； 

(2) 秩是 2， ai ， a 3 是一个极大线性无 关组； 
dim < ai ， ct 2 ， a 3 , a 4 > = =2 ,ai ， a 3 是一个基； 

(3) 秩是 2， ai ， a 2 是一个极大线性无 关组； 
dim < ai ， a 2 ， a 3 » a 4 >=2, ai ， a 2 是一个基。 

3. A 的秩是3,第 1、2、4 行构成 A 的行向量组的一个极大线性无关组。 

4. A 的第1、2、3列是列空间的一个基，行空间的维数是3。 

5. 当 A 关3时，矩阵 A 的秩为3;当 A = 3 时， r ank ( A ) = 2。 

6 . 提示 ：任取 A 的一个子矩阵的子式也是 A 的子式。 

7. rank ( A )-4 ,A 的前 4 列构成列向量组的一个极大线性无关组。 

8. rank ( A )-3 ,A 的前 3 列构成列向量组的一个极大线性无关组。 

9. 提示： A 的 s 列组成子矩阵则"的相应的 s 行组成子矩阵 B '。 用例6的结果。 

10. 提示： 对 A 的行向量组和 S 的行向量组运用习题 3.3 的第5题的结果。 

11 . 提 示：容 易看出 

( A 。卜， 

\C B ) [0 B r j * 

12. 提 示：利 用本节典型例题的例 9 的结论。 

13. 提示： 利用本节典型例题的例9的结论，并且注意有关矩阵的列数。 

14. 提示： 设 A 、 B 的列向量组分别为 〜 ， a 2 ，…， a „ ; 灼 ， p 2 ，… ，用 3. 3 节的命题3。 

15. 提示： A 中不为0的元素的个数至多是 n 2 —( n 2 —n + l ) = n — l ， 故 A 必有零行。 

16. 提示： 这种矩阵的秩最多是《 — 1。例如主对角线上有 w — 1个1而其余元素都 
为0的矩阵。 

习题 3.6 

1. 有唯一解。（提 示： 系数矩阵 A 的行列式 | A | 关0,因此有唯一解。） 

2 . 有无穷多个解。（提 示：系 数矩阵 A 的前 s 列组成的 s 阶子式不为0。） 

3. 无解。（提 示： 由于两两不同，因此增广矩阵的秩为4。） 

4 . 当 a =_38 且 6= — 10时，齐次线性方程组有非 零解； 当 a 关一38或—10时， 
只有零解。 

5. 提不：线性方程组的增广矩阵 A 是 B 的子矩阵，于是 rank ( AXrank ( B ) 。 

习题 3. 7 


1. 每题中，基础解系的取法都不唯一，但它们等价。 
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(1) fji = ( — 5f3,14,0) / ,»j2 = (l> — 1 ?0»2) 7 ； W = {^jijj + ^ 2 */2 I fk 2 GK } ； 

(2) i/i = (-7,-2,5,9) / ； W -{^ 1 i ?a l ^ iGK }； 

(3) 1,^(1, l ,0,- l ) / ； W=：{^ ni |^ ex }； 

(4) 小 = (3 ， 1 ， 0，0 ，0),， 1/2 = ( —1，0，1，0,0)、 

” 3 = (2,0,0，1，0)’， i ；4 = (1，0,0,0，1)’. 

^ = U 1 I /1 + 是 2 々 2 +k 3 rj 3 +^4t/4 I ^1 jk 2 ,k 3 G K}, 

2. 提不：设 ， y 2 ，…， 7 m 线性无关，且与 fji ， l ；2 ，…，％等价，则 m — to 

3. 提示： 解空间 W 的维数等于 w — r 。 

4. 提示： 这个齐次线性方程组的解空间 W 的维数为 72 — （ n — 1) = 1。 

5. 提示 ：如果 A 的所有元素的代数余子式都为0,那么结论显然成立。下面设 A 至 
少有一个元素的代数余子式不为0,设 A ^0 o 利用本节例3的结果。 

6. (1) | A | =0( 提示： A 的第 n 列是第1，2列的 和）； 

71—2 

( 2 ) 1 = J[k\ } 

k=l 

(3) 提示： 利用本节例3的结果可立即得出结论。 

7. 提示： 利用第2章 2. 6节的典型例题的例2的结果和本节例4的结果。 

8. 提示： 利用第7题的结果可得出第一个 公式; 令 Z = n _l — m ， 从第一个公式可得 
出第二个公式。 


习题 3. 8 


. 每题的答案均不唯一。 


( 1 ) 



「 1、 


， 一 9 、 


「 1〕 

< 

-2! 

晒 

1 

+是 1 

1 

7 

+ kz 

一 1 


0 


0 


, 0^ 


0 

V. J 


2 

V J 


fk 2 6 K 




( 2 ) 




<4、 


'4' 




「3] 


f — 6、 



0 


1 


0 


0 


0 


k , e k . 

0 

0 

+ kl 

0 

0 

+ kz 

1 

0 

+是 3 

0 

+ ki 

0 


i — 1，2,3,4 




1 


0 


0 

V > 


0 

k > 


0 

、 J 


0 

、 J 


1 

\ y 


j 




(3) 




1 

— 2 
0 


+ k 


-2 
— 1 


k e k 




2. 提 示：用 克莱姆法则。 

3. 提亦： 用 W 表示导出组的解空间，则 i—y: d，i = 2 ，…， m 。 

4. c iyi + c 2 y 2 + -+ Cw h 仍是方程组 （1) 的解当且仅当 Cl + c 2 + …十 c m = l 。 

5. 提示 : n + 1 个方程 的《元 线性方程组如果有解，那么它的增广矩阵 I 与系数矩阵 
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习题答案与提示 


A 的秩相等。而 rank ( AXw ， 因此 rank ( AX «， 从而 |A | =0。如果 rank ( A ) = w ，那么当 
| A | =0时，有 rank ( A )= n 。 从而线性方程组有解。 

6 . 三个平面没有公共点， TTi 与 7 T 2 相交， 7 Ti 与 7 T 3 平行， 7 T 2 与 ？ T 3 相交。 

7. 三条直线的方程组成的二元线性方程组的系数矩阵，增广矩阵分别用 A , A 表示: 
令 ^ = (4， h)，i = l ，2,3。 

(1) rank(A)=rank(A)=2, 且 h ， y 2 ， y 3 两两不成比例 。 

(2) rank ( A ) =3,且 h ， y 2 ， h 两两不成比例。 

8. 4 个方程的三元线性方程组，其增广矩阵的秩为4,其中任意3个方程组成的方程 
组的系数矩阵的秩为3。 


第4章矩阵的运算 


习题 4. 1 


1 

1 

0 、 

2. 

rr 

A 

A 

A) 

0 

A 

1 

• 

A 

r 

A 

A 

0 

0 

A 

y 


A 

A 

r 

A 






A 

A 

r 


3. 


( 1 ) 


12 26 
27 2 

23 4 




( 2),0 

0 



(3),0 
0 



(4) 20； 

(5) 


7 

9] 

(6) 

"ai + a z + ' 



4 

7 

9 

• 

’ 

^1 + ^2 + ^3 



4 

7 

9 

> 


Cl 十 c 2 + c 3 

、 J 


(7) +Ci ， a 2 + 6 2 +c 2 fU 3 + 6 3 +c 3 ) 


( 8 ) 

f d\a\ 

diUi 

dia z ^ 



(9) 

^idi 

a 2 d 2 

< 236 ^ 3 ， 



d 2 bi 

d z b z 

d 2 b^ 

攀 

j 



bid x 

bz d^z 

& 3 ^3 

9 


d^Ci 

dzC 2 

dz C 3 

j 

« 



cidi 

< 

Ci dz 

^3 dz 

> 


( 10 ) 

「7 

28 



(id 

r d\ 

a 2 


^3 

a 4 ] 


0 40 

104 

_ 

f 


ka x -{-hi 

ka 2 + b 2 

ka 3 + b 3 

ka 4 + b 4 


0 

0 

72 

〆 



C\ 

Cz 


C 3 

c 4 

> 


( 12 ) 

f a x + a 2 k 

at 


(13) 

b . 

bz 

h 

br 


b x + b 2 k 

b z 

h 

擎 

9 

a \ 

a z 

dz 

< X ^ 


Ci c 2 k 

< 

Ct 

C3 

> 


< 

Cl 

Cz 

C 4 

J 


(14) 


fa 


办 2 


ai 

b. 


^3 

bs 




C2 Ci C3 


(15) /-I 
— 1 
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i 4 

16 


(4) /I n 
0 1 


当 n > 3; 


0 


0 

0 


0 


h m^l 
m 


c 二 A 


又历 mX 


77T 




-2 


n — 1 、 m — «+l 




C 


m 


2 a 


m —«+2 


4, 


AB 


19 22 

43 50 


AB-BA 


BA 


23 〔 


31 ^ 

-4 —12 


12 4 

5* an x 2 +2 a i 2 x ^+ a 2 2^ 2 +2 ai xH _ 2 a 2 ^ y+ao - 
6. (1)/1 0、 (2) ,0 0, (3) 


0 


0 0 


1 1 
0 0 


(5) 

^0 1 0、 


^0 

0 

1、 

设3 = 

0 0 1 

，则 B 2 - 

0 

0 

0 


0 10 


0 

0 

0 

y 


，妒 = 0, 


( 6 ) 


X n nk 


n — 1 


0 




o o 

⑺严 0 
0 2 

.当 m < w 时， 


n ( n —1) , n - 2 
2 A 

nr -1 

r 


n>l 


(8) 4/ 


4 


A 


m 


X m mX 


m—l 


m — . 


A m rrik 


Cm 1 

… d 


0 

1 


mX 




其中主对角线下方的元素全为 0 
当 m 时， 


A 


m 


A m 


mX 7 ^ 1 

A m 




m nH 


mX 


m—l 


x m 


其中主对角线下方的元素全为 o 

2 一 1 


o 


m 


8 .当 m 是偶数时， 


0 


3 —2 


0 


;当 m 奇数时， 




■ 
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习题答案与提示 


9. /( A ) = 0. 

10 . ( 1 ) fa 


b 


3 


2 


b 


a+ j 


b 




( 2 ) 


a 


b ^ 


3 


b a + 36 


, aK * 


(3) 设 X =( a ) 3 X 3 与 A 可交换，与典型例题的例 11 的方法类似可得 


X 


f^ll 工 12 文 13 

0 JOu X\z 

0 0 Xu 


, X\\ J X\2 5 工 13 e k 


(4) 设 X =( x t > ) 3 X 3 与 A 可交换，由于 


A 


rl 

0 

4 、 


rl 

0 

0、 


，0 

0 

4、 

0 

1 

2 


0 

1 

0 

+ 

0 

0 

2 

0 

1 

2 

j 


0 

V 

0 

1 

J 


0 

1 

1 

J 


因此可求出 


f^cn — 2x n — 2x 3 2 + 2jo 


X 


33 


4 sc 


32 


0 

0 


— x z z -r X33 
132 

11. U-B)U+B+B Z ) = P-B 3 = I 


2 工 32 
工 33 


» -^11 ，工 32 9-^33 ^ 


15. 设 AB 的第 f 行元素全为0,若 A 的第£行元素不全为0,设〜关0,去证 B 的第 Z 
行元素全为0。 


习题 4. 2 

1. ( AA / ) / = ( A / ) / A / - AA / ,( A / A ) / = A , ( A / ) / = A / A . 

2. 类似于本节命题 5 的证法。 

3. 类似于第2题的证法。 

4. 由于 A 、 B 是对称矩阵，因此 

(AB-BAY = B f A f -A f B f = BA —AB — (AB ~JBA). 

5. 类似于本节例 5 的证法。 

6. 类似于本节例 5 的证法。 

8. =£^0 

9. C f = CAB AB … 

10. P ( i ， jUO ) = I + kE ir ， P ( t ( c ))- J +( c ~ l ) E , 

PCi ， j ) = P ( i (- l )) P (“ j (— l )) P ( j ， i ( l )) P ( i ， j (—1)) 

= ( J -2 E ,)( J - E t> )(/ + E > I )(7~ E (> ) 

11. D = I — E r+ltr+1 一 E r+2 ， r+2 - :( J — E r +1 ， r +1 )( J—£ r+2 , r+2 ) … （I — £：„„)• 

12. 用本节例 11 的结果，注意 C ” = J 。 


习题 4.3 


3. 类似于本节例5的证法。 

4. 只要证 rankCAA/A^^rankCAW) ，然后用本节例3的结论。 
6 . 类似于本节例3的证法。 

7 •设 叫： V )， 動 '叫上； )(； 7)=(： : 

8. 利用 Binet-Cauchy 公式立即得到。 

9. 由本节例9中 Cauchy 恒等式立即得到。 

10 . 


原式= 

当 ”>2时，原式= 0。 



当 时，原式%)。当 时，原式。 

11 . 



… aS 十 CiaS " 1 久 H - \~K 

… a\ H-CiaT 1 ^ H - \-tr n 

m 

_ 

… a n n + ClaT l b n H - \-b n n 


… cos^i cos % + sinft sin^i 

… cosd 2 cos<pn + sind 2 sin ^ 

鲁 

… cosOn cos % + sinft , sin % 


当 w = 2 时， I A I =sin(<9 2 — A )sin(^> 2 —史 x ) 。 当 w=l 时， | A | = cos (ft —^ ) 0 

13. 把 I A I 按前 m 列展开，然后利用 Cauchy-Bunyakovsky 不 等式； 最后利用 
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习题答案与提示 


Binet-Cauchy 公式。 

14. 提示： 由于线性方程组 BX = 0 的每一个解都是 （ AB ) 1 = 0的一个解，因此 
= 0 的解空间是 ( AB ) X =0 的解空间的子集。 

15. 据第 U 题的结论，只要证齐次线性方程组 （ ABC ) X =0 的每一个解都是 
( BOA ：=0 的一个解。 

16. 对 々用 数学归 纳法。 利用第 15 题的结论。 

17. 参考本节例 15 的证法。 

18. 必要性由本节例 4 得到。充分性利用本节定理1。 

习题 4.4 


1. W 可逆《=> | H | 声0 <=4 P 尹0 仁=> 々关0。 当 H 可逆时， （ W )— 7。 

2. (1) 不 可逆； （2) 不 可逆； （3) 可逆，逆矩阵为 f _11 7 ^|； 

\ 8 — 5 / 

(4) 可逆，逆矩阵为 

3. 提示 ：（ I — A)a+A+A 2 ) = J — A 3 = jT 。 

4. 提示： A(A 2 — 24 + 31) = 1 。 

5. 提示： A (— A 3 + 吾 A —27) = 7。 






第 4 章矩阵的运算 
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(3) 


2 




37 

y 

34 


生1 

7 



3 38 

7 7 



9. 提 示：设 A 是可逆的下三角矩阵，则 A ' 是可逆的上三角矩阵。 

10 . ( 1 ) 




A 





一 1 

0 



0 

— 1 


攀攀# 


0 

0 ; 


10 0 … 一 1 


(2) 召^二/一/^其中 H 与本节例9中的 H 相同。 

(3) 提亦：（7" — 2 H ~\~ H 2 ) C — C J — 2 JF /+ 付 2 ) ( J +2> f /+3 J 1 / 2 ~h …+ nH n l ) = J 0 

(4) D = ajf + J 。 从 1= ( aJ + J ) (xJ + yJ ) 解出 ： c ，; y ， 可求得 


D 


一 1 


a(n + a ) 


n — 1 十 a 

—1 


— 1 — 1 
n —— 1 + a —— 1 


—1 




—— 1 


—1 


— 1 


n — 1 + a 


(5) £ J =(1 — a ) J + aJ 。 从 [(l — a ) l + a /]( xl +： y /) = 1 解出 


由此可得出 E ~\ 



— _ a _ 

^ (a — l)[l + (w — l)a]. 


11. 提示 + a— 2 H+a— 3 H 2 十 …+ (-1)"- 

12. 提示，两边右乘 A 一 1 。 

13. 提 示：由 已知条件得， （ J—A) (I—3) = 1—A —B+AB=J 。 

14. 提 示：在 AXA- 1 ^XA~ l +kl 两边右乘 A ，得 AX=X+ 々 A 。 

15. 提示 ：（ A+BDB’ ） —i^EACI + A-iJBDWyi^a+CA—— \ 然后 

利用本节例 10 的结论。 


习题 4.5 

1. 由于 A 关0,因此存在一个” Xm 非零矩阵 B ，使 AB = 0 当且仅当齐次线性方程组 
AX = 0 有非零解，从而当且仅当 | A| =0。当 | A 丨关0时， A 可逆； 当 | A| =0时， A 为零 
因子。 

2. (1) 由于 BC = 0, 据本节例1的结论，得 rank(B)+rank(CXw。 

(2) 如果 BC=C ，那么 （B — 7)0=0。从第 （1) 小题的结论，得 B — /=0,即 B = I a 

3. 提 7TC: 只要证 rank(B)+rank(ABC)>rank(AB)+rank(BC) 。 

作分块矩阵的初等行(列） 变换： 
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习题答案与提示 


② +A •① 


BC 


ABC 


AB ABC ②十① • （一 c) 


②•（一厂） 




BC 


BC 


4. 提示: A 是对合矩阵 


(①，②) 

I-A 2 


AB 


I + A 


②+① / J + A 


rank (7 — A 2 ) = 

I + A I+A 


I _ A 


① + -^-a + A ) 




U + A I-A) ② + ① U + A 
(J + A) -4(I + A) 2 O' 


21 


i" + A 


21 


① + ②， 一十 (/ + A ) 


a-A 2 ) 


27 


注： 本套书下册第9章 9. 5节的例23给出了第4题另一种证法，更加直观和简洁。 

5. 用习题 4. 3第18题的结论。 


6. 用本节例10的结论。 

7. 用“凑矩阵”的方法，找 B 并使 AJ 3 
的主对角元都为 〃，令 




依次确定 B 的第 l ，2，〜， n 列，使得 AB 


r 1 e 
r 2 e 


( n - l ) 


Cn-2) 


l)(n-l) 




去计算从而可求出 A — 


o 




8. 先解线性方程组， AX = p ，其中 #=(& ，& ，…，乂 /。把 n 个方程相加，得 


72(72 — 1 ) 


(j：l + 工 2 + … + 工 n ) = X) 〜 


令 


77(71 — 1 ) 


JCi 


工2十…十 


最后分别令 P 为心 ，心，…，^，得 



1+5 
1 — S 



1 

1 + 5 
1 — S 




_ # # 


_ •畢 




第 4 章矩阵的运算 


9. 由原矩阵方程，得 


最后得 



其中 cpQ 是 K 中任意数。 


x = —仏 +1 
— 4c 2 + 3 


3ci 

3c 2 


10_ A = 




11. 把 A 分块写成 


A 



利用本节例 15 的结果。 

注： 此题也可直接观察用“凑矩阵”的方法求出 A -\ 

13 .设 


B 


B u B 12 

B21 B22 


B 

B 




B 

V 


B s2 


畢嘩 • 


B 


ss 


^A = diag { aJ ni , a 2 h 2 ，…，以可交换，去计算可求出 B ^=0, 当 i 关 j 。 

14. 提示： 



B 、② + ( — ca - ① /A 

d ] - io 


16. 利用本节命题 2 的结果，注意 



原式= 



最后得，原式 = ( 一 ! (1 — w ) 。 

17 利用本节例 17 的结论。 


18 对分块矩阵作初等行（列）变换。 


19. 利用本节命题 2 的结果，可得 

原式=1 + aA + a 2 6 2 + …+ a 九, 


• 381 • 


20.令 


A = ( B , C ). 
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习题答案与提示 


利用本章习题 4. 3的第13题的结果。 

21.令 



可求岀 | A | i+f (1 — n )" 一 1 


0 … 

a … 

0 … 



22 .充分性的证明类似于本节例 25 的证法。必要 性:从 A = BC 得 



其中 B l , C 1 都是 A 级矩阵，丨 | 是 A 的6阶顺序主子式{1，2, …， 1}。 

习题 4. 6 




5 章矩阵的相抵与相似 
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7. 类似于本节例 2 的证法。 

8. 类似于本节例 11 的证法。 

9. … ，义 } 为正交矩阵 <=> D 的主对角元为 1 或 一 1 。 

10. 提 示：用 A 表示齐次线性方程组的系数矩阵。则 AA'^W+V+y+d 2 )/。 
12 •用 Canchy-Bunyakovsky 不等式。 

14. 


〈 a ， p> 


arccos 


— 1 

^/14 ^/43 


arccos 


602 


602 




92。20’ 


15, 用本节例 19 的结论 


Q 


16,17,18 这三个题的证明可参看《高等代数学习指导书（上册）》第 257 〜 259 页。 

习题 4.7 


1. (1) 是映射，单射，满 射： （2) 是映射，不是单射，不是 满射； 

(3) 是映射，单射，不是 满射； （4) 不是 R 到自身的映射。 

2. ImA 的一个基是 A 的第1列和第2列， dimImA =2。 从而 dim Ker A =4 — 2 = 2。 
Ker A 的一个基是：（4,3，一2,0/，（1，2,0，一 1)’。 

3. 利用本节例5的结论和本节的 （3) 式。 

4. 

4 K 0 2 +2 H 2 0 + 4 C 0 2 - 4 KHC 0 3 +30 2 . 

5. 

f ( xn ， X12 ，工 2 i ，工 22 ) = 800(80 — b k 、 450(6 — 々）+ 600(60 —十 550 是 

= 100 000 — 3506 + 300^, 

其中 max {6 一 80 ，0}<々< min {6,60} ,0^6^140 0 

当商店^的存储产品的吨数6给定时，分两种 情形： 

情形 1 0^6^80。此时 0<&< min {6,60} 。 

当 x u =80 — 6, xi 2 ^= b , x 2 i = 60 , x zz = 0 时，运输费用 最低： 


/(80 — 6,6,60,0) = 100 000 — 3506. 
情形 2 80<6<140 。此时 6 — 80< 々 <60 。 

当 xu=0 ， xi 2 =80,o： 2 i = 140 —6 ， x 2 2= 々一 80 时， 

运输费用 最低： /(0,80, 140 —6,6—80) = 76 000 —506. 


第5章矩阵的相抵与相似 


习题 5.1 

1. (2) 商集 tt/ 〜是由 x 轴以及所有与 x 轴平行的直线组成的集合。 

2. (1) 提 示：经 过原点 O 的一条直线“是几何空间 V 的一个子空间。 

(2) 当 P 关 0 时，芦是经过向量 P 的终点且与平行的直线，当时，戶就是直线 Z 。 。 


攀 
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习题答案与提示 


(3) 商集 WZ 。 是由直线 Z 。 以及所有与平行的直线组成的集合。可以把所有等价 
类的代表都取成过原点 O 的一个平面;^内的向量。于是等价类到它的这种代表的对应 
法则 a 就是商集 V "。到平面 7 T 。 的一个映射，易证^7是双射。 

3. Z/(2) = {0 ， 1 } ， 其中 0 是偶数集， 1 是奇数集。 

4. Z/(3) = {U JJ} ， 其中万 ={3m| 奶 e Z} ,l={3m + l\meZ} ,2={3m + 2\meZ} 0 

5. 5 种 划分： {{ a } ， {6}，{ c }}， {{ a }，{6， c }}， {{6}，{ a ， c }}， {{ c } ， { a ， b }} ， 

{{ a ， b ， c }} 。 5 个商集，同上所述。 


( 1 ) 




习题 S .2 

⑵ （ J 3 ,0) ; 



2. 它们的秩都为2,因此它们相抵。 

3. 考虑 G'G ，利用本节例4的结论。 

4. 类似于本节例6的证法。 

5. 类似于本节例7的证法。 

6 . 用分块矩阵的初等行（列）变换。 

7. 只要证 rank(A + B )^ rank ( A ) + rank ( B ) 0 用本节例8的结论和分块矩阵的初 
等行（列）变换。 

8 . 从 4. 4节的例12的证明过程看出，存在正整数 使得 rank ( A m+1 ) = rank ( A ^) , 
然后采用类似于第7题的证法。 


习题 5. 3 


1. 提 7 K : 去证 ) A /= A 。 

2. 提示： 以是，/^行满秩矩阵。用例1和第1题的结果。 

3. 提 示：证 (BC)(C—B—)(J5C)=BC 。 

4. 用本节例7和第1题的结论。 

5. (1) 显然又二以― 1 )是 a) 的 Penrose 方程组的解。 

(2) 若々 = 0, 由于 0+=0 。因此结论成立。若々 #0。 6 — 1 A+ 是 M 的 Penrvse 方程 
组的解。 

(3) 易验证 ( A+r 是 A* 的 Penrvse 方程组的解。 

7. 考虑抓级矩阵 G: 


G 


r A ? 

Ai A 2 

… AiA s ^ 


r Ai ' 


A 2 Ai 

争 

_ 

_ 

a ! 

ft 

峰 

* 

… A 2 A s 

• 

• 

镳 


a 2 

鲁 

• 

_ 

C-Ai ? ***^ s ) 

A 5 Ai 

a s a 2 

… Af 


A s 
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畚 


于是 


A 】 0 … 0 ， 




f Ai 0 … 0 、 

0 A 2 … 0 


L 


0 A 2 … 0 

* # 攀 

« • 參 

* • 學 


m 

m 

m 

(L ，忍 ，… ，八） 

• « • 

* * 9 

0 0 … A s 

V j 


h 

K J 


0 0 … A, 

V J 


= DE f ED . 


A ^ A 2 ，…， A , 都是幂等变换且 AA , =0( 当 


< —> G = D 

< ~> DE’ED = D 

<=> E ' E 是 D 的一个广义逆。 

8 •令 L ^ diaglAi ， A 2 ，… ， A S } , E = (7„ , 7 rt 

^ V - * 


据第 7 题的结论，只要证是 D 的一个广义逆。据本节例6的结论，只要证 

rank ( D ) + rank (1^ — E ’ ED ) = sn , 

由于 rank ( D ) = rank(Ai ) + rank ( A 2 ) H - h rank ( A ,) = rank ( A ) ，而 A 是 n 级幕等 

阵，因此 rank ( D ) = rank ( A ) — rank (7 rt — A ) 0 从而只要证 

rank (/^ — E f ED ) = (5 — l)w + rank (/„ — A ). 



h — Ai — A 2 … — A s 


I 饥- E f ED = 


—Ai I n — A 2 … — A 5 


— Ai — A z … I n — A, 
② + (—/») •① ( h — A ] — A 2 … 一 A s ~] 


( D +(— L ) •① — L I n … o 







0 • 

•- I 

A n 




In' 

-SAi 

* 1 

—a 2 

V 

… — A s 

① + A 2 ② 

M m m 


0 

… 0 



t — 1 

0 

_ 

« 

• 

L 

# 

• 

… 0 

• 

: 

① + As® 

1 = 1 

0 

• 

L 

搴 

離 

… 0 

• 

• 

• 

① + ② f 
① + ③ 


■ ^ 

①+ © 


0 

0 

o L 

J 


0 

0 

0 I n 

J 


最后一个矩阵的秩等于 rank ( J „— A ) 十 （s — l ) n 。 从而 

rank ( J OT - E f ED ) = rank ( J n - A ) + G — l ) n . 

9. 由于 J 是幂等矩阵，因此从第 8 题结论立即得到本题结果。 

10. 必要性。设 = C 有解 X D ，则 = 从而 

C = AX 0 B = ( AA ~ A ) X 0 B = AA ~ C，C = AX 0 B = AX 0 ( BB ~ B ) - CB ~ B . 

充分性。设 C = AA-C 且 C = CB _ B ， 贝 lj C = AA ~ ( CB ~ B )=- A ( A ~ CB ~) B 0 
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习题答案与提示 


从而 X=A CB - 是矩阵方程 = C 的一个解^ 

易证 X-=(L-A^AW+ZU m --BB-) + a n --A~A)Wa m ~BB^) 

是 AXB = 0 的通解，其中 y , Z , W 是 K 上任意” Xm 矩阵。从而 

X = A— CB-+ — A— A)Y + Z(I m -BB~) + (I„ 一 A)W(I m -BB~) 

是 = C 的通解，其中 Y ， Z ， W 是 K 上任意 rzXm 矩阵。 

11 . 充要条件从例9的证明立即得到。 

易 验证： ZB+(I n ~A- A ) W ， Y = Z — a ~AA~ )ZBB_ 是矩阵方程 AX~YB = 0 
的通解，其中 Z ， w 分别是 K 上任意矩阵 $ 从而 AX—YB 有解时， 

X=A^C-hA~ZB-h(I n ~AA)W t Y^(AA~~l)CB^+Z-(I s -AA-)ZBB- 
是矩阵方程 AX —= C 的通解，其中 Z ， W 分别是 K 上任意 sXpaX / n 矩阵。 

习题 5.4 


2 . 由于 A 可逆，因此 A — 从而 AB 〜 BA 。 

8. 任取 由于 SA = AS ，因此 A = S 一 1 AS 。去证 

反之任取 t/e ，则去证且 u =( up g — op 。。 

9. 提示 ：用例 12和习题 4. 3第18题的结论，以及 tr ( A ) 0 

10. 提示: A* = AAH = (AB-BA)A^ 1 =ABA k ^ 1 - BAA "" 1 = ACBA*— 1 ) — {BA k ~ l ^A, 

11. 提示 ： C A = CC 卜 1 = ( AB - BA ) C "- 1 = ABC~ l - BAC~ l 1 ) — ( BC k l ) A , 

习题 5. 5 




第 5 章矩阵的相抵与相似 


(3) A 的全部特征值是 2( 二重），11 
A 的属于2 的全部特征向量是 


f 

r 1^ 

-2 

十々2 

f 1 ] 

0 


k ^ k z e k ， 且不全为 o 


0 

、 J 


-1 

V ) 




A 的属于11的全部特征向量是 


e 

[2] 


V 

<k 

N 

1 

2 


k G K ， 且 6 # 0 

J 




(4) A 的全部特征值是 一1( 三重）。 

A 的属于一1的全部特征向量是 



, 1 、 



<k 

V 

1 

— 1 

V J 


k G K ，日 k 0 

J 


>9 


(5) A 的全部特征值是0，1，一1 


o 


A 的属于0的全部特征向量是 


y 

「 r 



^ k 

V 

i 

— l 


k e k ， 且 k^o 

/ 




A 的属于1的全部特征向量是 







i 


k e k ， 且 


l 






A 的属于一 1的全部特征向量是 



(1 ^ 



< k 

< 

- 1 

一 l 


k 6 K ， 且 k^Q 




2. (1) A 的全部特征值是 1+Wi ， l— 


o 


A 的属于 1+ Wi 的全部特征向量是 


k 



k 6 c ， 且 ^ ^ 0 1 ； 


A 的属于 1 — 的全部特征向量是 


k 


k ^ C ， 且々 # 0 


如果把 A 看成实数域上的矩阵，它没有特征值。 


(2) A 的全部特征值是 l ， i ，一 i 


o 


A 的属于1的全部特征向量是 
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习题答案与提示 


<k 

[ 2 1 

— 1 1 

1 

i 

k ^ CM ^ ^ o ^ 

V. 

— 1 

y 


> 


A 的属于 i 的全部特征向量是 



r 1 —2 i ] 



N 

-1 + i 

— 2 

N y 


k ^ C ， 且 k ^ 0 

> 




A 的属于 一 i 的全部特征向量是 



r l + 2 i ] 




— 1 — i 


k e c ， 且 k^o 


2 

V. j 




如果把 A 看成实数域上的矩阵，它只有一个特征值1。 

3. 类似于本节例4的证法。 

4. 类似于本节例4的证法。 

7. 类似于本节例7的证法。 

8. 设 A 。 是 n 级矩阵 A 的 Z 重特征值。把 A 的特征多项式 | AI — A | 在复数域中因式 
分解，得 


I XI — A | = (A —义 0)’ (又一又 I )’ 1 … ( A —又》~， 

其中 A 。， Ai ，…，两两不等 ，/+ A +… + l s = n _ 


令 f = e $。 用第7题的结论，然后类似于本节例7的证法。 

9. 由本节的命题1和 4. 3节的例11立即得出此题的结论。 

10. 是 A 的特征多项式 UJ — AI 在复数域中的 /z 个根（它们中可能有 
相同的），则 

I AI — A | — (A —入1 )( 入一入2)“.（又 _ A „). 

于是 | AJ - A | 中 A "— 1 的系数等于 一 认+1 2 +山+又„)，常数项为（一1)1义〜夂。据本节 
的命题 1 得， Al + A 2 + …+ A „ =:: tr ( A )， AlA 2… A „ = | A |。 

11 . 由本节的例10和例12的结论得，6。十嘁，6。都是 A 的特征值，其中6。是 n — 1重^ 
A 的属于 心 + nh 的所有特征向量组成的集合是 

{ki n | k e Q ， 且走关 o} ; 

A 的属于6。的所有特征向量组成的集合是 

仏切+是2巧2 + … | 々1，々2，…，是《-1 6 Q ， 且它们不全为0}， 

其中中，取， •"，》；„-! 与例10中的相同。 

n 

12. 类似于本节例10的解法， A'A 的全部特征值是 ( w_ l 重）。 

£= 1 

A ' A 的属于 t ； 的所有特征向量组成的集合是 

t = l 

{k{a x ,a z , a n Y \ k G R ， 且 ^ ^ 0}； 

对于特征值0,解齐次线性方程组 (0 J — A ' Aa ^ O . 


矩阵的相抵与相似 


_ 
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设 a々0 o 则从(八4)1=0的第 i 个方程得 


Xi 




a 汗 1 




di 


于是得到一个基础解系为 




a x 第 f 个 


，帘 


•， n 


dn 第 i 个 


a 2 第 z 个 


因此 A ' A 的属于 0 的所有特征向量组成的集合是 

{々1巧1 + (2 屯+…+ 々《- i I 々1，々2 ，… *^«-i G R ， 且它们不全为 0}• 

13. 由已知条件得， n 级矩阵 A 的特征多项式 |AI — A | 在复数域中的因式分解为 


XI-A 


(A — Ai) (A 一 义 2 ) … （入 一 A„) 


(1) 设 gOr ) 在复数域中的因式分解为 


I 

~//! ) ( j ： — 


X 用 A 代入，由 （2) 式得 


g(A) = 6(A - ^ D (A - fxt D - (A - ^1). 


工用夂代入，由 （2) 式得 


^r(Ai) = biXi 一 "1) (A! - fiz ) "* (Aj — /i„) = (A* 一 内 )• 


由 （1) 式得 


A —AJ 


(Ai — 又）（入 2 — A) "* (A„ — A). 


入用 & 代入，把 （5) 式左端展开成 A 的多项式后，由 （5) 式得 


A- 




(Ai — fJij ) ( 又 2 — JLtj ) … (An — /Utj ) = Ha 一妁） 


t — 1 


由（3)、（6)、（4)式得 


( 1 ) 


( 2 ) 


(3) 


(4) 


(5) 


( 6 ) 


I g(A) | | A — 〜 J | | A — " 2 


•I A-^J ^JX I A — 




n 


n 


n 


^ n it 


6 " TTII (A — 内） = IT 说）* 


(7) 


1 i = 1 


(2) 任给数域 K 上一个多项式 / U )。 令 


gioc) = A — /(x ) ， 


( 8 ) 


其中 A 可以取任意一个复数。当 A 任意取定一个复数后，对 gU ) 用第 （1) 小题的结论得 


n 


I g(A) |= IX〆 又丄 


(9) 
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习题答案与提示 


X 用 A 代入，由 （8) 式，得 g ( A)=Al —/( A ). (10) 

工 用 ; U 代入，由 （8) 式，得 g ( A,)=A — /( A ,). (11) 

由（9)、（10)、（11)式，得 

7\ 

I AJ — /(A) | = JX — /(At)]. (12) 

1 — 1 

(12) 式对 A 取任意一个复数都成立。于是 （12) 式左端可以看成是变量 A 的多项式函数， 
(12) 式就表明 A 的多项式函数 | AJ —/( A ) | 在 / a )，/( A 2 ) ，…， /( AJ 处的函数值都为0。 
从而/^。，/^。，…，/(久^是 /( A ) 的特征多项式 | AI _/( A )| 在复数域中的全部根。 

14. 情形1。 A 可逆。由于 AA * =| A | I ， 因此 A * = | A | A - S 由本节例6和第7、10 

题的结论得 A * 的全部特征值是 

A 2 A 3 _.. A „ ， AiA 3 …夂， …， A1A2 • 

情形2。 A 不可逆。此时0是 A 的一个特征值，不妨设 A „=0。 据 4. 5节例6,当 
rank ( A )< w — 1时， A *=0。 此时0是 A * 的 w 重特征值。当 rank ( A ) = w — 1 时， 
rank ( A * ) = 1。从而 (0 J — A * ) X -0 的解空间的维数等于 n — 1，于是0是的至少 n — 1重 
特征值。设户也是 A * 的一个特征值，则 UJ — A * | = A ” _1 (A — //)。 从而； ^ trGV ) = 
Au + Au + u .+ Am 。 据本节命题 1，| AJ — A | 的一次项系数等于（一1广 1 乘以 A 的所有 n — 1 

阶主子式的和，从而等于（一 I )"" 1 As 。又 A 的一次项系数等于(一1广 1 ㈠ 。因此 

i=l 

P = AiA 2 … A„-i 。 于是的全部特征值是 …夂一丄 ，0(至少 n —1 重）。 

15. 用习题 4. 3第18题和本节例9的结论，类似于例10的解法。 

16. 设 A 的特征多项式的全部复根为 Ai ， A 2 ，…， A „。 贝 UIAIZAM 2 …夂。 于是 I_A 
的特征多项式的全部复根是1 一 Apl—As ，…， 1 一 A „。 分别考虑; U 是实数、虚数的情形。 

17. 利用习题 4. 5第18题的结论，得 

r\J — 、 

I Xl Zn -G \= n A =| A 7, - A ~ A m \\ Xl n -A + A m |. 

— Xl n — A 

用本节第 13 题的第 （2) 小题的结论可得， G 的特征多项式的全部复 根是： A ,+ Ar ， 
Xi ^ XT ，f = l ，2, …， n 。 

18. 考虑 n 元齐次线性方程组 t^Jx = 0, 去证它有非零解。 

习题 5.6 

1. 习题 5.5 的第1 题中： 

(1) A 可对角化，令 

r-2 2 1〕 

P = 10 2 ， 

0 1-2 

、 y 

则 p -^ P - diagdaao }； 

(2) A 不能对 角化； 


(3) A 可能对角化。令 


5 章矩阵的相抵与相似 
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3. 如果 A =± I ， 那么 A 已经是对角矩阵。下设 A ^± I ， 设 r an k ( I + A )= r ， A 的相 
似标准形为 diaga ，_ I „— r }. 

4. A 是对合矩阵。据第 3 题的结论得， A 可对角化。 

5. 用习题 5. 5 第11题的结果， A 可对角化。 

6. 用习题 5. 5第12题的结果， A ' A 可对角化。 

7. 情形 1 邱 /=: 0, 则 4 2 =/ 邱 ' 《 =0 。 设仏#0, 卜尹 0, 则 a 九 #0。从而 A 尹 0 。 
据本节典型例题的例4知道， A 不能对角化。 

情形2 关0,用习题 5. 5的第15题的结论，类似于习题 5. 5的第12题的解法。 

8 . AB 与 BA 有相同的非零特征值，且重数相同。 BA 的全部特征值是 一 1，一2。 
于是的全部非零特征值是 一1( 一 重）， 一2( — 重）。 


« 
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习题答案与提示 


令 


4 2—1 1 

P — ， 

—3-2—1 0 

— 6 — 2 0 — 2 

N- / 

则 P - UA ^ i ^ diag ;— 1，一2,0,0}。 

注： 此题也可直接求 |AI — AB | ，求出 AS 的全部特征值，然后求出特征向量。 
9. 类似于例14的解法，可求出 



1+(—1 严 



l k 


\ima k = 


10. \\1 — A I = (A — 1)( 又 一 2) 2 _ 

〔 2 — 2 100 
A 100 = — 1 + 2 100 

2 — 2 * 2 100 


-10 + 10 • 2 100 
5 _ 4 . 2 100 
-10 + 10 • 2 100 


— 6 + 6 • 2 i00 ' 
3 - 3 • 2 100 
-6 + 7 - 2 100 


11 . 设一年后生产的这三种产品的数量依次为^ ， c 2 ， c 2 ，令 y = ， c 2 , c 3 )'。 由于生 
产 C , 个单位的产品匕+，需要消耗掉&^个单位的 P ,， 因此初始投人的的数量心 
应 满足： 


由此得出 


bj ~ 1 OizjC 2 Cl3jC3 > j = 1 ^ 2 ^ 3• 


b x] 


"an cl%\ ^3i " 


ir 

b 2 


<2i2 <222 <332 


C 2 

< J 


^13 ^33 


Cs 

\ J 


即 P=A f y. 

由于要求一年后这三种产品增长的百分比相同，因此7 =邙，其中6是正数。于是有 
P= Akp o 即因此 p 应当是 A /的 一个特征向量，而增长的百分比等于々一 1， 


其中々 等于 A / 的一个特征值的倒数，且这个特征值是正数。 

12. \ Xl ~ A / 1 = |A/—A| =(A —0. 8)(A + 1) 2 . 

于是 A ' 的全部特征值是 0.8,-0. 1 ( 二重）。 

对于 A ' 的正特征值0.8。解齐次线性方程组 (0.8 J — A ') X =0。 求出一个基础 解系: 


l 2 J 

因此 A ， P 2 ， P 3 初始投人的数量应当按照2:1:2的比例，这样才能使它们一年后按同 
一 百分比 增长； 这个增长的百分比等于 l = f — 1 = 25%。 


13. A 的特征多项式 | AJ _ A |= A 2 — tr ( A ) A +| A | ，判别式 [ tr ( A)] 2 — 4 | A |，由于 


第 5 章矩阵的相抵与相似 


參 
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1 A |<0, 因此 Z \>0。 从而 IAJ — AI 有两个不相等的实根。因此2级实矩阵 A 可对角化。 

14. 去证 A 是幂等矩阵，然后用本节例2的结论。 

15. 由已知，存在 K 上 n 级、 m 级可逆矩阵 P ， Q ， 使得 A = P - 其中 

分别为《级、 m 级对角矩阵。据补充题四第22题结论得 

A(x)B= (P^DP) ® (Q- ! HQ) = (P® 0)^(0 (x) H)(P®Q). 

显然是 rzm 级对角 矩阵； 因此 A ⑭ J 3 可对角化。 

习题 5.7 



( 1 ) 


T 


-1^5 ^V5 

0 -^ V 5 



4 


15 


^5 


2 


15 


V 5 


0 - 士 ^ 



0 0^ 

1 0 ； 

0 —— 8 


0 0、 
— 3 0 ； 

0 6 



0、 

0 ; 



2. 类似于命题 2 的充分性的证明。 ’ 

3. 类似于本节例6的证法。 

4 . 据第3题的结论得，存在 n 级实可逆矩阵 P ，使得 P ] AP 为上三角矩阵 B ,于是 B 
的主对角线上 n 个元素是 A 的全部特 征值： Ai ， A 2 ，…， A „。 由已知条件， A 的特征多项式 
的 n — 1次项和 rz -2 次项的系数都为0,从而 


Al +A 2 + …+ An — 0 » 

久1又2 +…+入1又„ + A2A3 +…+ 乂2义《 + ■…+ A 『 iA „ = 0. 
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习题答案与提示 


因此 Ai = A 2 = … = A „ = 0。 据 4. 2节的例9的结论得， B 为幂零矩阵。 

5. 类似于定理1的证法，注意在 Aa =； l Q a 两边取共轭和转量。 

7. 类似于第5题的证法。 

9. 利用定理3的结论和矩阵相似的性质，注意 A l = ( &7 ) 3 。 

10. 设《级正交矩阵 A 有两个不同的特征值，则 | A ,|= l，i = l ，2。 由于 A f 是实 
数，因此 A , = ± l 。 不妨设 Ai =1 ， A 2 = —1。设％是 A 的属于 A , 的一个特征向量，£=1，2, 
则 

(€ ti ， ct 2) = Ai Ccti ，1?2 ) = (Ai Cfi 9 ocz ) = C-Aoi ， ff 2) = (^4 ce i ) 0,1 = - OiA ct2 

=a/A _1 a 2 = a/A^ 1 a 2 = a/ (— l)a 2 ― (— 1) («i »a 2 ). 

从而 （Cfi 

第 6 章二次型 • 矩阵的合同 


1. (1 ) 令 


J ：! 
工2 
工 3 

\ 


习题 6.1 



-1^ ^ 


° 




yz ， 



3^3 


则 f(joi f^2 f^3) = yi+yi+10yl. 

注：所 作的正交替换不唯一，以下同。 

(2 ) 令 rV 2 V 2 

T ° T 


ir 

X Z 
工3 
Xa 


42 

T 

0 

0 


0 — 0 0 


、 

2 


3^2 

f 0 f 


3^3 

2 2 



V2 V2 



2 2 


则 

2 .令 


fix x ， x 2 ， x 3 tx 4 ) = yi +yt —yl —yl 



fo f 

a /21 

r x^ 


2 

2 

y 


1 0 

0 

Z 

、 j 


of 

_V 2 


2 


2 


X 


y 


z 


簧 


则在新的直角坐标系中，二次曲面的方程为 

6 工 * 2 + 6/ 2 — 2z^ Z = 1 . 


二次型 • 矩阵的合同 
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由此看岀，这是单叶双曲面。 
3. (1) 令 


工 1 —yi +2) 3 


^2 


^3 


y2 


ys 
ys ^ 


则 

注： 


则 


f(^if^3)=yi+y! — 2y 

所作的非退化线性替换及标准形不唯一，以下同。 

⑵令 (X l ~y 2 —y 3 , 


(3) 令 


x 2 


工 3 


^2 十》3， 


fi ^ Cl ，工2兩） 


Xi 


0 C 2 =之1 +之 2 


% 

: y ? 


yz 


则 


则 


(4) 令 


4. (1) 令 


x 3 


fixi ， X 2 ^Xz)=z\—z\— z\ 


Xl =yi —y 2 


x 2 


% +y 


工 3 —： V 4 ， 

工 4 ^ys +夕" 

X 

/(A ，工 2 ， x 3 ， x 4 ) =2;y? ~2y\—2y\ +2y. 


工 1 +)2 一一 


% 


X 2 


)2 + 


3^ ， 


则 


工3 


3^3 


/(^i ，工 2 ^s) = 3^i ~^yl + ^-yl 


(2) 令 


工 i 


3^2 ~ ^3 


工2 =：Vl +-^2 _； y 3 ， 


则 


工 3 


夕3 


，工 2 ，而 ） 


^2-^3- 


5. 提 示：利 用定理1，以及矩阵的加法。 

6 . 利用本节例10的结论。 

7. 设 A 是元素全为整数的 n 级斜对称矩阵。把 A 看成有理数域上矩阵，从第6题 


的证明过程知道， | A |=0 或 | A | 


|Cj 


2 0 


其中 c 是有理数域上的《级可逆矩阵。对于后 


情形’设 1 C 卜 J ’ 其中户、 9 都是整数，且⑽ = U 规 iA 卜 〆 . 
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8. 取 ctSA 的属于的一个特征向量。 

9. 利用本节例11的结论。 

习题6, 2 


• ⑴令 ： Vi =之1 ，）2 =之2 ^3 


7 T 


3 


(2) 已经是规 范形： yf-yl； 


，则得 g + d — 

(3) 已经是规 范形： zf-zi-zl； 


⑷令 


d 


之 2 ，则得4+4—^_3 



则 


令 


由此看出，2级实对称矩阵的组成的集合共有6个合同类。 

3, fi (xi ， x 3 ) =( 工 1 +2x2 — x 3 ) 2 +Ax 2 x 3 

令 r __ 1 _ _ 3 


工 1 


U 2 


u 3 


工 j ( W 2 + W 3 ) 


工 3 = j ( W 2 — W 3 ) ， 


fl (xi ， :* ： 2 ， X 3 ) +z4 — t4 _ 

fz iyi ^2 ，: y3) = ()1 +2% — ： y 3 ) 2 — 2yi — 2y\. 


,3 (之 1 ，之 2 ，之 3) =— 4:1 Zi + — Z 2 — 16 之2之3 



1 1 

zi = y^ 一了仪 ^ 

之 2 = + ( W 2 + W 3 ) ， 
之3 = + (吻—加3). 




第 6 章二次型 • 矩阵的合同 


. 397 • 


贝 !I /3 ( 之1，之2，之3 ) = — 十 

/\(工1 ， x 2 ， x 3 ) 的秩为3,正惯性指数为2; 
/ 2 (%，％，：^)的秩为3,正惯性指数为1; 
/ 3 (々，^，々）的秩为3,正惯性指数为1。 
因此/ 2 与/ 3 等价， A 与/ 2 不等价，力与/ 3 也不等价。 

4. 据 6. 1节的例9得 


f 


/ 


丄 a 

a A 

由此得出 


① + (- a ' A - 1 ) ② 




丄 a 

a A } \0 

a A~ l a 0 

A 



1 — a a 0 


a 

/ 


① + ② （一 A — 1 !*) 




0 


A 


因此 


丄 a 

a A 
1 0 
0 B 


l-a A - 1 


a 0 


0 

l—a A 


A 




a 


0 

0 A 

下面设关1，此时 B 可逆。设 A 、 B 的正惯性指数分别为川，外，则 A . B 的符号差 
分别为 s ( A )=2 p 1 — n , s ( B )=2 p z — n . 

因此 


fl 

0 

0 ] 


fl-aA~ l a 

0 

0 〕 

0 


0 


0 


0 

0 

V 

0 

~^-p 2 ^ 


0 

V 

0 

—J 

ln ~p\ J 


当1 一 即时，比较上述两个对称矩阵的正惯性指数，得1 + /> 
= 1 + /)” 从而 pz = p \ 。 于是 S ( A ) =2^ — 72 = 2 户 2 — 。 

当 1—«/ A _1 cf <0, 即 ct'A —ifitSl 时，有 1 + 九 = 户1。 


2 


从而 . 5( A ) ~2 pi—n = 2 + 2 p 2~ n ~2 J r s { B ). 

5. 提示 ：作非 退化线性替换化成规 范形: 

: yf + …+ y 2 P — y 2 f^-i — ** # — yi P - 

习题 6.3 


1. 提示：对任意 aG R ” ，且 a 尹0,去证 a '( A + p ) cc >0。 

2. 提示 ：由于 A 正定，因此 A — 1 也正定，且 1 A |>0。 一、 

3. 提示 ：正定 矩阵的特征值全大于0,而正定矩阵的迹等于它的所有特征值的和。 

4. (1) 正定； （2) 不是正 定的； （3) 正定。 

5. (1)— j < O < C 0; (2) — 

6. 提示 ：去证 J 半正定，又以正定，于是 aJ +/ 正定。从而 aJ + J 的正惯性指数为 
«，因此符号差为0。 

7. 必要性。用本节例5和 4. 6节的例3的结论。 

充分性。如果 A = B ' B ， 其中 B 是主对角元全大于0的实上三角矩阵，那么对任意 





398 
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aeR" 且 a 古0,有 Ba 关0,从而， 丑 r，J5tot)>0, 因此 A 正定。 

8. 必要性。由于 A 正定，因此存在 n 级实可逆矩阵 C， 使得 A = crc 。 令尸= 

( 0 ) ，则 p 是 wXrn 列满秩矩阵，且 P^P^CCSO)^ 

充分性。由于 rank(P)=w， 因此72元齐次线性方程组 PX = 0 只有零解。从而对任 
意 且 a#0, 有 Pa^0 o 

9. 必要性。由于 A 半正定，因此存在 w 级实可逆矩阵 C， 使得 


A 



0 

0 


C = ( Q f ， H ，） 




其中 r = rank ( A )， C = ( gj 。显然 Q 是 r X w 行满秩实矩阵。 

充分性。用半正定矩阵的定义。 

10. 存在性。由例13得。唯一性类似于例7的唯一性的证法。 

11. 稳定点有（ 2 , 2 ),( 0 , 0 )。 FCr ， 30 在（ 2 , 2 )处达到极大值 8 ，（ 0 , 0 )是鞍点。 

12. 该厂收入函数为 


R CQi > Q2) ~ P 1 Qi P2Q2 = + 8Q2 . 

于是利润函数为 

^ (Qi ? Q2) = jR (Qi » Q2) — C (Qi ^ Q2) 

= 4 Q 十 8 Q 2 — Q ? — 2 Q , Q 2 一 3 Q | — 2. 

函数的稳定点为 (1，1)。 /^(^，(^^在^:^处达到最大值七 因此 该厂应安排生 
产 Qi =1， Q 2=1， 可以使利润达到最大值4。 
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